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VORWORT. 



Der vorliegende sechste Band von Jacobi's Werken erscheint wenige 
Monate nach Vollendung des fünften Bandes. Dafs sich dies liat ermögli- 
chen lassen und dafs anch der Schlufshand recht gut noch im Laufe dieses 
Jahres fertig gestellt werden kann, ist hauptsächlich das Verdienst meines 
Freundes und Collegen G. Hettner, der die Herausgabe der letzten beiden 
Bände, woran in der bisherigen Weise mich zu betheUigen der Zustand mei- 
ner Gesundheit mir nicht ferner gestattete , unter meiner Verantwortlichkeit 
bereitwilligst übernommen hat und, wie ich überzeugt bin, mit der ihm 
eigenen , bereits bei der von ihm allein besorgten Herausgabe der mathema- 
tischen Abhandlungen Borchardt's bewährten Sorgfalt, Umsicht und Ge- 
wissenhaftigkeit zu Ende führen wird. 

Berlin, im März 1891. 
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UEBER GAUSS' NEUE METHODE, 
DIE WEETHE DER INTEGRALE NÄHERUNGSWEISE ZU FINDEN. 



Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 1 p. 301- 



1. 

In den Principiis von Newton liest man eine Methode, wie man durch 
eine Anzahl gegebener Punkte eine parabolische Curve legen könne. Diese 
Aufgabe erscheint analytisch als Interpolationsproblem, aus mehreren Gliedern 
einer Reihe das allgemeine zu finden. Es ist der bekanntere fall, wenn die 
Intervalle der Ordinaten der gegebenen Punkte gleich grofs sind oder, analy- 
tisch ausgedrückt, wenn die Werthe des reihenden Elements, für welche auch 
die Werthe der entsprechenden Glieder der Reihe gegeben sind, eine arith- 
metische Progression bilden. Aber der elegante, mit Unrecht weniger ge- 
kannte Algorithmus, den Newton giebt, erstreckt sich schon auf den all- 
gemeineren Fall, wenn jene Intervalle der Ordinaten der gegebenen Punkte 
oder jene Werthe des reihenden Elements ganz beliebige sind. Newton 
hat hiervon eine Anwendung auf die Quadraturen gemacht. Durch mehrere 
Punkte der zu quadrirenden Curve, für welche die Ordinaten berechnet wor- 
den sind, legt er die parabolische Curve, und deren Quadratur zwischen den- 
selben Grenzen, zwischen denen die gegebene Curve quadrirt werden sollte, 
giebt einen Näherungswerth. 

Newton hat von jenem Interpolationsproblem und seiner Anwendung 
auf die Quadraturen femer in einem Tractätehen gehandelt, welches Methodus 
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4 UBEE GAUSS MEÜE METHODE, DIE WERTHE 

differentialis betitelt ist und zuerst der Amsterdamer*) Ausgabe seiner Prin- 
cipia, v.J. 1723) nebst anderen Abhandlungen angehängt gefunden wird. Hier 
räth er unter Anderem, zum Behuf der leichteren Berechnung der Integrale 
für jede Zahl der berechneten Ordinaten, deren Intervalle er gleich grofs 
annimmt, Tafeln anzufertigen, von denen er auch selbst einen Anfang giebt, 
welchen hernach Roger Cotes in seiner Harmonia mensurarum fortgesetzt hat. 
Aber Gaufs hat in den GSttinger Commentarien gezeigt, dafs man durch 
schickliche Wahl der Abscissen, für welche die Ordinaten berechnet werden, 
den Grad der Näherung auf das Doppelte treiben kann ; und da solche Be- 
stimmung unabhängig von der Natur der zu quadrirenden Curve geschieht, 
so ist es möglieh , auch nach der so vervollkommneten Methode Tafeln zu 
verfertigen, von denen auch Gaufs eine Probe gegeben hat. Gaufs gelangt 
zu seinen Resultaten auf dem Wege einer schwierigen Induction, die durch 
die sogenannte Kästner sehe Methode, wenn etwas für die Zahl n gilt, es 
auch für die Zahl «+1 zu erweisen, zur Allgemeinheit erhoben werden kann. 
Es ist also noch ein directer Beweis zu wünschen. Die grofse Einfachheit 
und Eleganz der Gaufs sehen Resultate läfst einen einfachen Weg vermu- 
then. Auf einem solchen einfachen und directen Wege zu jenen Resultaten 
zu gelangen, mit denen Gaufs die Wissenschaft bereichert hat, ist der Zweck 
dieser Abhandlung. 

2. 

Es sei das Integral fydx zwischen den Grenzen x = D und a? — 1 zu 
nehmen. Andere Grenzen werden leicht auf diese zurückgeführt. Es seien 
ferner die Werthe von x, für welche y bekannt ist, o', a", a"\ . . ., a'"\ so 
dafs, wenn man y — /(^) setzt, die entsprechenden Werthe von j/ werden 

/■(^■), /*{«")- /K). ■••> /■(«"")■ 
Man bilde das Product 



*) Von dieser Ausgabe ist die Curiosität zu erzäilen , dafs sie auf Kosten des berühmtett Philologen 
Richard Bentley veranstaltet worden ist, der in seinen englischen und lateinischen Predigten oft die 
Frincipia seines genauen Freundes Newton anpries, als ein Bollwerk gegen die Irreligiosität und eine 
Offenbarung der Gröfse Gottes. 
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DEE INTEGRALE NAHE RÜK GS WEISE ZU FINDEN. 5 

und nenne es 9{*), so hat man, wenn y =^ f\x) eine ganze rationale Function 
vom (« — 1)^° Grade ist, durch Zerfallung in Partialbrüche 

wo wir mit '^'{o.^'"'^) den Werth von cfi'(«) = '^' -^ für ii; = a''"' bezeichnen. 
Vermittelst dieser Formel findet man durch Multiplication mit 'd[x) sogleich 
y aus den speciellen Werthen für 



Uebersteigt aber y den (w — 1)*™ Grad, so giebt der Ausdruck zur rechten 
Seite des Gleichheitszeichens, welchen wir G nennen wollen, nur den echten 
Bruch, der in dem unechten ^-)4- steckt; so dafs, wenn f[x) z. B. vom (** + />)''" 
Grade ist und man f{x) = tJ-\-V<f{x) hat, wo U höchstens vom (ra — l)'"", 
V vom p''"" Grade ist, 

'^(X) '?{X) 'f(x) ' 

f(x) 
Entwickelt man G und den Bruch ^-^-^ nach den absteigenden Potenzen von 

jj ¥w 

x, so enthält G = — r^ die negativen, V die positiven Potenzen von iU, die 

9(^) f(x) ^ 

sich in der Entwickelung von -4-t- befinden. Setzt man daher 

f{x) ^ a + ö'a^ + aVH |-aWa;» + a("+')rH-i-j |-a(2«)^«-| 

und 

so findet man 

V = a("'^'+ «'«+1' (^'a: + ^") + ai"+3) {^'3:^ + ^"a; + A") H 

_l_a(2«-i)(_^V'-i^^'v-2_) ^^''")H — 



N e w 1 n' s Näherangsmethode besteht darin : statt 3/ — f{x) die Func- 
tion XJ = G^{x} zu substituiren. Der Fehler oder die Differenz der Inte- 
grale der gegebenen und der substituirten Function wird dann 

A z^ fydx-fUdx =f<f(x)Väx. 



Hosted by 



Google 



6 ÜBER GAUSS HEUE BIETHODE , DJE WERTHE 

Es wird jetzt die Aufgabe gestellt, die Gröfsen a, a", a'", . . ., a'"' so 
zu bestimmen , dafs der Fehler A möglichst gering oder die Näherung mög- 
lichst genau werde. In den Fällen, wo die Näherungsmethode mit Glück 
angewendet werden soll, müssen die Coeffieienten der für y gesetzten Reihe 
rasch abnehmen. Je mehr daher von den ersten Coeffieienten dieser Reihe, 
welche die hauptsächlichsten sind , in dem Ausdruck für den Fehler A ver- 
schwinden, desto kleiner wird er im Allgemeinen und desto gröfser die Nä- 
herung. Da nun schon, was auch die Gröfsen a, a", a'", . . ., a'"' waren, im 
Ausdrucke für A ^^ j'^{ae)'Vdx, wie aus dem für V gefundenen Ausdruck 
erhellt, die Coeffieienten a, a, a'\ . . ., a'"~^' nicht mehr vorkommen, so wol- 
len wir, vermittelst schicklicher Bestimmung jener Gröfsen, auch noch die 
mit a<"', a*'^'', . . ., o*^""^' behafteten Glieder verschwinden machen, wodurch 
ein doppelter Grad der Näherung erreicht wird. Es wird dieses immer mög- 
lich sein, da die Zahl der willkürlichen Gröfsen und der zu erfüllenden Be- 
dingungen dieselbe ist. Man sieht sogleich aus dem für V gefundenen Aus- 
druck, dafs hierzu eine solche Bestimmung von '^{iv) erfordert wird, dafs die 
Integrale 

j<f{x)dx, jx'^{x)äx, j x^'^{x)äx, . . . , J x''-'^'^{x)äx 

zwischen den Grenzen x = ^ und j; := j , zwischen denen das Integral fydx 
genommen werden soll, verschwinden. Diese Bestimmung ist jetzt die Aufgabe. 



Es läfst sich durch eine bekannte Eeductionsformel das Integral JV"y(ir)rfa; 
auf die vielfachen Integrale von cf(.r) zurückführen. Man hat nämlich all- 
gemein 

fuvdx = uj'vdx^f(-£fvdx)äx, 
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DER INTEGRALE NÄHEEUNGSWEISE ZU FINDEN. 7 

WO man jede Formel aus der vorhergehenden erhält, indem man -5— statt u 
und Jvdx statt v setzt. Hieraus folgt sogleich 

+(-l)-*'/(^/"^''«fa-+')''- 

Setzt man « ;^ .r", v =^ '?('*)) so erhält man hieraus 

Jx'"'s{x)äx =■ x'^ff(x)äx — mx'^^f 'f(x)dx^-\-m{in — Vjnf^^J 'f{x)äx^ 

1- (— lfm («*— 1} (mj— 2) . . . lf'^\{x)ä3r+\ 

Gieht man dem m nach einander die Werthe 0, 1, 2, 3, , . ., n — 1, so er- 
hält man 

C<f(x)äx = frp(x)<ix, 

fx'p{x)dx — xf<f{x)äx—f'.f{x)äx^, 
fx^'j>(x)dx = x^J's{x)dx — 2xj '^{x)äx^~\-2J fi{x)dx^, 

fx"-''f(x)dx = 3i^-'^j'f{x)dx — {n—\)x"-^j '^{x)dx^-\-{n — 1) (« — 2)x"~^j f{x)dx^ 

+{-\f-' {n-l){n-2) ...lj\{x)dx". 

Diese Formeln sind bekannt. Man sieht aus ihnen, dafs, wenn 

ff{x)dx, fxf(x)dx, fx^^(x)dx, . . ., fx''-'^(x)dx 
zwischen gewissen Grenzen verschwinden sollen, zwischen denselben Grenzen 
auch 

f'e(x)dx, f '^{x)äx\ J '^{x)äx^, . . . , f <f{x)dx'* 

verschwinden müssen, und umgekehrt. 



Unsere Aufgabe ist also jetzt darauf zurückgeführt, die Function 9(37) 
so zu bestimmen, dafs ihr l*^S 2**=, 3*"% . . ., n^ Integral, zwischen den Gren- 
zen x ~ und a: = 1, verschwindet; d. h. wenn man die auf einander fol- 
genden Integrale bis zum re*'" so bestimmt, dafs sie für a: = verschwinden, 
so sollen sie auch für x = l verschwinden. 
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8 ÜBER GAUSS NEUE METHODE, DIE WERTHE 

Man setze f f{x)dn;'' = %{j;), die auf einander folgenden Integrale so 
bestimmt, dafa jedes für w = verschwindet, so kann man jetzt die Aufgabe 
so ausdrücken , eine Function tz (x) zu finden , die für w ^^ und für xt = 1 
zugleich mit ihrem l'^", 2**", 3*™, . . ., (w — 1)*™ Differentiale verschwindet. 
Dieses erheischt, dafs die Function ^(a;} die Factoren x" und [x—l)" habe, 
und umgekehrt, jede Function, die den Factor w"(x~iy' hat, erfüllt die ver- 
langten Bedingungen, Es mufs daher gesetzt werden t:{x) ^= a:"(x — i)"M. 
Da nun 

^(x) ^ {x^a){x~a")ix—(i."') . . . («— aW), 

also eine ganze rationale Function von der «'™ Ordnung ist, so ist 
t:{x) = f <^{x)dx» 

eine ganze rationale Function von der 2«'^° Ordnung, woraus folgt, dafs M 
für unseren Fall eine Constante ist. Auf diese Weise erhält man 

, , T,rä''x'^[x — \y 

~ ^ 2m ^ "'"i.2.2w(2m-1)^ 1.2.3.2«{2B-l)(2n-2) 

_L , / iv- n{n-\){n-2)..A 

^ "^^ ' 2«(2w-l)t2ji~2)...(M + l) ' 



2«(2m-1}(2w-2)...(« + 1) 
gesetzt worden ist. 

Die Wurzeln der Gleichung ^(a?) = 0, für tc(ir) den eben gefundenen 
Ausdruck gesetzt, geben dann die Grofsen a', a", a'", . . ., a*"' so bestimmt, 
dafs der Grad der Näherung der möglichst gröfste sei. Da aus der Lehre 
von den Gleichungen bekannt ist, dafs, wenn die Wurzeln einer Gleichung 
■k{x) =^ alle reell sind, auch alle Wurzeln der Gleichung -■ - ^ ' = 
reell sind und zwischen den Wurzeln jener Gleichung liegen, so folgt hier- 
aus, da die Wurzeln der Gleichung x(ir) = oder der Gleichung x"[x — 1)" = 
alle reell sind, und zwar n von ihnen = 0, die anderen — 1, dafs auch die 
Wurzeln der Gleichung '-^{x) = 0, oder die Grofsen a, a", a", . . ., a'"' alle 
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DER INTEGRALE NÄHERUNG S WEISE ZU FINDEN. U 

reell sind und zwischen und 1 liegen, wie es auch Gaufs in den berech- 
neten Beispielen gefunden hat. 



In unserer (§. 4) gefundenen Formel 

f„ä. = „/...- */.Ä..+ */\.fc.-...+(-.)-0/'*.** 

setze man m = w — 1, u = V. v = (p(a;), so erhält man, da die n ersten In- 
tegrale von V ^= ifix) zwischen den Grenzen x ^^ und x = l verschwinden, 
und 

r" f \^ » — x'Xcc—i)" 

.1 'P^^'"^ - 2«(2»-l)...(» + l) ' 

A = fm{x)Vdx = - :- tt: r~- ^7;^ 7 —-r- f x" (X —l)" ^-~ dx , 

J^^' 2n{2n—l){2n—2)...{n + l)J ^ ' die" ' 

welches Integral zwischen den Grenzen x = und a? =: 1 zu nehmen ist. 

Man setze ferner in der angeführten Formel m — r+', und es verschwinde 

i für X = t, so wird auch m, -3^, -^~s, -t4, ■■■, -^-Z- für ir = ^ verschwinden. 
' dx dx^ dx' ax"' 

Es seien ferner die Integrale ft^dx, J vdw^, f vdx^, ■ ■ ■, f vdx'^^ so genom- 
men, dafs sie insgesammt für a; — verschwinden; so verschwinden 

ufvdx, ^f\dx\ ^,f\dx\..., f^r+\äx"^^ 

zwischen den Grenzen x — und x — L Man erhält demnach , zwischen 
den Grenzen x = und x — l, 

Setzt man ietzt t^=\—x. l—\. m = n — l, v = x"-ir-, so erhält man, 
zwischen den Grenzen x = und x ~ l, 

„„.. - ..2.3...nf( f"'x''^dx")dx ^ l.2.d...nf"^'x"^dx''+'- 
dx ■' ^•' dx ■' •' dx 

VI. 2 
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10 tJBEB Gauss' neue Methode, die werthb 

Man erhält auf diese Weise 

4 = 1.2.?.. ..n f+'^.^^^+i 

2n(2»-l)...(n + l) J dz' ' 

wo die auf einander folgenden Integrale so zu nehmen sind, dafs sie für x = iy 
verschwinden, und nach heendigter Integration a7 — 1 zu setzen ist. Unter 
dieser Form ist der Fehler A am leichtesten zu berechnen. 



Vermöge des (§. 2) findet man 

ia(«m(«_l)(»— 2)...i.^' 
+ a<.'-+»[{n + l)n(n— I)... 2. A'x + %(,,— l)(n-2)...l.A"] 
+ a'>-tV[(n + 2){n + l)n...3.Ä'x'+(n + l)n(,n-l)...2.A"x 
+ n(n-l){n-2)...l.A"] 
+ al'»+>l [(» + 3) (« + 2) (« + 1) . . . 4 . ^' i' + (n + 2) {» + 1) 11 . . . 3 . ^" i» 
+ (» + 1) » (« — 1) . . . 2 . ^"' j + « (it—l) (»_2) . . . 1 . A'"] 

Hieraus ergiebt sich 

<.'-'A+a'"*"{^±^A'+A') 

^ 1.2.(2»+2)(2k+3) ^ 2)1 + 2 '^ J 



Diese ersten Glieder des Fehlers A können zur Correctur dienen. Die Grös- 
sen Ä^ A\ A", A'", . . . büden eine wiederkehrende Reihe, da sie aus der 
Entwickelung des Bruchs 



1 



^ 2n '^ 1.2.2n(27i~\) 1.2.3.2n(2»-l)(2K-2)'^ ^ ^^ ' 2«t2n-l)(2«-2)..,(n+l) 

entstanden sind, welche wir (§.2) 
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A[+JL+.^+Al.... 

gesetzt hatten. Sie werden durch die Gleichungen gefunden 
1 ^ A', 

= A'^~A\ 



ii^n-\f{n—2y 



1.2.3.2»(2n-l)(2»-2) 1.2.2n(2K-l) ^ 

Diese Eesultate stimmen genau mit den von Gaufs gefundenen überein. 
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UEBER DEN AUSDEUCK DER VERSCHIEDENEN WURZELN EINER 
GLEICHUNG DURCH BESTIMMTE INTEGRALE. 



Grelle Jounial für die reine und angewandte Mathematik Bd. 2 p. 1—8. 



Im ersten Bande der MAmoires des savants etrangers vom Jahre 1805 hat 
Parseval die Lagr an gesehe Reihe, welche die Wurzel einer gegebenen 
Gleichung ausdrückt, mit Hülfe bestimmter Integrale zu summiren und 
die von ihm so gefundene Formel auf directem Wege zu beweisen versucht. 
Später hat Bessel in den Abhandlungen der Berliner Akademie vom Jahre 
1816 — 17 eine berühmte Anwendung der bestimmteii Integrale auf das 
Kepler^che Problem gemacht. Da neuerdings die merkwürdigen Formeln, 
welche Cauchy im neunzehnten Hefte des Journal de VEcole Polytechnique 
gegeben hat, wieder die Aufmerksamkeit der Analysten auf diese Art, die 
verschiedenen Wurzeln einer Gleichung zu bestimmen, gelenkt haben, so sei 
es mir vergönnt, die von Tarseval angefangenen Untersuchungen wieder 
aufzunehmen und zu vervollständigen. 



Es sei eine Function f{oc) in eine convergirende Reihe entwickelt von 

der Form 

A-\-A aosx-\' A" cos 2x -\- A'" cos 3x -j — ■ 

-\-B' sin X -i-B" sin 2x -\-B"' sin 3a:-) , 

so hat man bekanntlich, wenn man sich der von Fourier eingeführten 
Bezeichnung der bestimmten Integrale bedient, 
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ÜBER DEN AUSDRUCK DER VERSCHIEDENEN WURZELN EINER GLEICHUNG ETC. 



1 /.+.:r 

— / f(^) coanxdx, 



J CO 



jfjw -= ~ / f{x)äinnxax. 
Diese Formeln folgen sogleich aus der Betrachtung, dafs 

l-TT 

cos mx sin nx dx =^ 0, 
dafs ferner, wenn m und n ungleich sind, auch 

X+r. ,+;r 

COS mx COS nxdx ^= 0, / sin ma; sin «« da; =^ 0, 

hingegen, wenn m = n, beide Integrale = t: werden. Der Fall m — i 
macht eine Ausnahme, indem man dann 2t: statt t: erhält, daher auch 



1 /-+'! 



Diese Methode der Coefficientenbestimmang in der Entwickelung der Function 
f{x) findet sich zuerst in einer Abhandlung von Euler vom Jahre 1777, die 
aber erst im Jahre 1798 im elften Bande der Nom Acta bekannt gemacht 
wurde, und deren sich seitdem mehrere Analysten zu jener Coefficientenbe- 
stimmung bedient haben. Umgekehrt sieht man, dafs. so oft eine Function 
f{x) auf anderem Wege in eine convergirende Keihe von der angegebenen 
Form entwickelt werden kann, dieses zur Werthbestimmuiig der Integrale 



f{x) COS fix äx, I f(x) sinnx 



dx 



dient. So oft aber im Allgemeinen sich eine Function cp(ic) nach den posi- 
tiven oder negativen Potenzen von x, oder nach beiden zugleich, in eine 
convergirende Keihe entwickeln läfst, erhält man, indem man statt x den 
Ausdruck 

re~''^ ' = r{cosx±smx\l~l) 

setzt, für die Function cp[»-e~**^^) eine Eeihenentwickelung, die nach den 
Vielfachen des Sinus und Cosinus des Winkels w fortschreitet und die immer 
convergirt, wenn r sieh zwischen denselben Grenzen befindet, in welchen x 
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14 tJBEE DEH AUSDEUCK DER VEKSCHIEDEHEN WURZELN 

bei der Entwickelung der Function (f{x) enthalten sein müfste, damit die Ent- 
wickelung eine convergirende Reihe gäbe. Jede solche convergirende Reihen- 
entwickelung von tp(^) nach den Potenzen von x führt uns also zur Werth- 
bestimmung der Integrale 

J rf{re * ) eosnxdx, f f{re ' jsmnxax. 
Die Combination dieser giebt die bestimmten Integrale 

n ( ) sm K3: ax, 



cos )w dx 
J-Ti \ S/-~1 \smnx dx, 

aus welchen die imaginären GrÖfsen verschwunden sind. 

Man wild also, wenn die Function 9(0?), je nach den ver- 
schiedenen Grenzen, innerhalb welcher sich a? befindet, an- 
ders entwickelt werden mufs, damit man convergirende Rei- 
hen erhalte, für jene bestimmten Integrale, nach den ver- 
schiedenen Werthen von r, oft wesentlich verschiedene Re- 
sultate erhalten müssen. 

3. 
Es sei jetzt tfi{x) der Logarithmus eines Polynoms 

a-{-bx-\-cx'-\-dx^-\ \-x^. 

Es seien ferner 

X — a.' x — rt" 3;— a'" . . . X— a*^' 

die Factoren dieses Polynoms, so ist sein Logarithmus gleich der Summe 
der Logarithmen dieser einzelnen Factoren. Diese einzelnen Logarithmen 
müssen nach den verschiedenen Grenzen, in denen x enthalten ist, verschie- 
den entwickelt werden , um convergirende Reihen zu geben. Denkt man 
sich nämlich, es seien die Wurzeln 

a' a" a" . . . «'*'' 
so geordnet, wie sie ihrer absoluten Gröfse nach auf einander folgen, wobei 
bei jedem Paare imaginärer Wurzeln nur Rücksicht genommen werde auf 
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EINEK GLEICHUHG DUECH BESTIMMTE INTEGEÄLE. 15 

die Quadratwurzel ihres Products, so müssen im Allgemeinen 

1) wenn x gröfser ist als alle Wurzeln, alle Logarithmen nach ab- 



2) wenn x kleiner ist als alle Wurzeln, alle Logarithmen nach auf- 
steigenden, 

3) wenn oe im genannten Sinne sich zwischen den Wurzeln a'*' und 
qIHi) befindet, die Logarithmen 

log(iC — a'), log(x — a") , . . ., log{3; — aW) 

nach absteigenden, die übrigen nach aufsteigenden Potenzen von x entwickelt 
werden, damit man convergirende Reihen erhalte. 

4. 

Setzt man nun in 

fix) ^= log{a~{-lix-}~cx^~\ -\-x^) 

statt X den Ausdruck re-*^~', so erhält man 

= log \(a -\-hr coa X -^^ cr^ cos 2x ~\- \-r''cospxy''-\-{brsmx-\-cr^sia.2x-j -\-r^smpxyL 

welchen Ausdruck wir mit log(t7^-i-F^) bezeichnen wollen. Will man die 
unter dem Logarithmenzeichen begrift'ene Function entwickeln, so erhält man 

/ a^^+ö^yS-i^cM-l [-r^p 

l -j- 2r cos 3: (ab -\- b cr^ -\- cdr^ -\- ■ ■ ■) 

f/2-{-7B =: Jj^2r''GOB2x(ac-{-bdr''-i-cer*'\ ) 

i -(- 2r' cos 3x{ad-\-ber^-}-dfr^-^ ) 

\+ 

Aus dieser Formel erhellt im Vorbeigehen, dafa, wenn eine Keihe 
f(x) = a-[-bx + cx^-\-dx^-\ 

gegeben ist, die Reihen 

a^ -|-&V^-)- c^r^-\~d^r^-\ , 

aft + Scr^-j- cdr*'\-der^-\ , 

ac ■\~bdr''+cer^-\-äfr^ + ■ ■ ■ , 
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16 ÜBER DEN AUSDRUCK DER VERSCHIEDENEN WUKZELK 

sich ausdrückeii lassen durch die bestimmten Integrale 



-^lj{'-e->-"-)f{re-"'-')dx, 



Die convergirende Keihenentwickelung von \og{ü^']-V^) giebt, 

1 ) wenn r gröfser ist als alle Wurzeln a, a", a", . . . , a'''' : 

»loprr^ — 2y,( — cosa; + ~-^ cos2a:4- --~-^aos3x4----7 cos4a:+ ■ ■ ■ ); 
o i\^^ I 2r^ $r^ 4»-* J' 

2) wenn r kleiner ist als alle Wurzeln et', a", «'", ..., a'''' : 

log a^ — 2 ^^j^(~ cos X -{- -^-^ cos2x-\- -—^cosSx-^-—^ cos 4«+ • ■ • )i 

3) wenn a'^'<:r<;a*'+" in dem angegebenen Sinne: 

lclogr^—2'^'',( - COSX + ^ cos2x-\- ^cos3x+ ^oosix-\ ") 

+ 2S1^, (iloga^—- ^cosa; — ^coa2a;— -^cosSa; — ^^cos43; ), 

wo man unter ^^({^{a) die Summe der Ausdrücke versteht, die erhalten wer- 
den, wenn man in ^(a) statt a nach einander a'""', a'""'"'*, a'"^', . . ., a'"* setzt. 
Nach diesen drei verschiedenen Fällen erhält man 

ip log r^ im ersten Falle, 
log a^ im zweiten Falle, 
h log r^ + log {a<^»)' + log («"■*■"}' + • ■ ■ + log {a<"*)' im 
dritten Falle; 
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Falle, 
Falle, 



h^(Kr + Kj"+(0"+- + («ö''r) in» ersten 
, /•+T. I — ( 1 im zweil 



ii,((.T+('T + (0"+--- + (c.«r)+^(^,-;5.+^+---+T^) 



im dritten Falle. 



Es ist bekanntlich 

— ^-i — !— '^ ' -. — = arctang — 

2\/-l M 

Hieraus folgt 

— j^ ffl()-e+iv'-i)— tp(re-*v-i)j = are tang — - ■ ■■■ — ■ 

2 V — 1 a + 6»- cosa; + c r^ cos 2« H h r cos^) a; 

welches wir mit arctang -== bezeichnen. Man erhält so 



Die convergirenden Reihenentwickelungen für arc tang ~jj geben nach den 
verschiedenen Fällen 

im ersten Falle: i>3; + X i ( — sin3; + -^siii23:+ -^-:jSin3a:+ ^j^^sin 43:-| \ 

im zweiten Falle ; — ^^ ( — sin x + -^^ sin 2x + -j-r ^'" ^^ + T^ ^'"^ *^ H ) i 

im dritten Falle : kx-\-Y ( — ■ sin a: + --—5- sin 2x -4- ■— -;- Bin 3x + -tt sin 4a; + ■ ■ ■ ) 
~1.l+i{^ sin x + -^ sin 2a: + -|^ sin 3a: + ^ sin 4x H J. 

Bemerkt man ferner, dafs durch theüweise Integration 

r . -, xzo&nx , \ r , xco^nx , ünnx 

1 xminxax = — ■ / co%nxax = = — , 

■' » ' «'' n n* 
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also 



ÜBER DEN AÜBDKUCK DEK TEKSCHIEDENEN W0RZELN 



1 /■+" , 

— I a;si 



iolgt, wo das obere Zeichen gilt, wenn n ungerade, das untere, wenn n ge- 
rade ist, so findet mau 



in 



fünnxdx = < 






ersten Falle, 
im zweiten Falle. 



i dritten Falla 



Für den dritten Fall also, wenn der absolute Werth von r zwischen 
die absoluten Werthe von a**' und a'*"'''* fällt, findet man aus §.5: 

J- ('(«')"+ («")"-! 1- M"))"') + r« ( — ^- -H — - H 1- — 1— ^ 

= — 2^ / log(ü"^+ncos)i:c*?^; 
aus §.6: 

= + 2Ä + — / arc tang yv sin wa;(?a;. 
Bie Combination beider Formeln giebt 
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E3SEB. GLEICHUKO DUfiCH BESTIMMTE INTEGBALE. 19 

__L_+^_^+...+^i_ 

= ±— — -x— ^ / (mnnxs,vcta,ag-^-\-cosnx\og\U^-\-V''jdx. 

Nimmt man eine neue Gröfse r' so an, dafs ihr absoluter Werth zwischen 

den absoluten Werthen von a'*~'' und a'** liegt, so erhält man dadurch, dafs 

man in den bestimmten Integralen r' statt r setzt, die Werthe von 

(a')"+ {.")" + KT + •••+(«'*-")". 

1 

Nimmt man die Differenzen dieser Ausdrücke und der vorigen, so erhält man 
die Werthe von (a'*')" und — — als die Differenz zweier bestimmten Integrale, 
die blofs in einer Constante (r, r') von einander differiren. Wir haben also 



das merkwürdige Beispiel eines bestimmten Integrals, welches ganz ■ 
dene Werthe erhält nach den Grenzen, in welchen eine Constante desselben 
eingeschlossen ist, und in welchem zugleich der individuelle Werth dieser 
Constante gänzlich verschwunden ist. Bezeichnen wir das bestimmte Integral, 
welches uns den Werth von 

Ky'+K)''+(«'"r+--- + (^"T 

siebt, mit 



r 



F(r)dx, 



und das Differential von F{r) nach r mit F'{r), so können wir die gefundene 
Formel auch so ausdrücken, dafs die «*" Potenz der Wurzel a'"^' gleich ist 
dem doppelten Integral 

fF'(r)dxdr, 

das Integral in Bezug auf x zwischen den Grenzen — tc und 4-^^! ^''^^ i" 
Bezug auf r zwischen, willkürlichen Grenzen genommen, die blofs der Be- 
stimmung unterworfen sind, dafs zwischen ihnen, was ihre absolute Grö.&e 
betrifft, nur die einzige Wurzel a<*' liege. Im Allgemeinen wird jenes be- 
stimmte Integral die Summe der «**" Potenzen aller der Wurzeln geben, 
wc4che zwischen den willkürlichen Grenzen liegen, so dafs also, wenn zwi- 
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20 tJBEE DES ADSDBUCK DER VEßSCHIEDENEN WDRZELS EINER GLEICIIÜXG ETC. 

sehen ihnen keine Wurzel liegt, dieses doppelte Integral immer wird, zwi- 
schen den Grenzen r ^ und r — co aber gleich der Summe der w"" Po- 
tenzen aller Wurzeln sein wird. Solche Integrale zwischen willkürlichen 
Grenzen sind in den neuesten Zeiten öfters zur Sprache gekommen und ha- 
ben durch die Arbeiten von Cauchy und Fourier grofses Interesse erregt. 
So drückt die berühmte Fouriersche Formel den Werth einer Function aus 
mehreren (n) Variabein f{x,y,z,...) aus durch das vielfache Integral 



^— ^/"cosa(3;— ;r).C0sp(^~-v).C0SY{£— u.).../'(ft'^ 



)dr>.d\>.ä''^d^id-id<» 



wo die Integrale in Bezug auf «, p, 7 etc. zwischen den Grenzen —00 und 
+ 00 zu nehmen sind, in Bezug auf [i, v, a> etc. aber zwischen willkürli- 
chen Grenzen, die nur dadurch bestimmt sind, dafs zwischen ihnen die den 
Gröfsen x, y, z etc. ertheilten Werthe liegen. Ist dieses nicht der Fall , so 
wird das Integral immer verschwinden. Die Betrachtung solcher Integrale, 
die eine eigenthümliche Analysis erfordert, dürfte vielleicht aus den hier ge- 
gebenen Formeln, die eine durchweg sichere Basis gewähren, einigen Vor- 
theil ziehen. 

Ich will nur noch bemerken , dafs man aus den gegebenen Formeln so- 
gleich auch den Werth jeder Function einer Wurzel als bestimmtes Integral 
erhält. Es ist ferner zu bemerken, dafs die imaginären Wurzeln nicht selbst, 
sondern nur die Potenzsummen eines Paares auf diesem Wege gefunden wer- 
den können, woraus man dann freilich auf mannigfache Weise diese selbst 
darstellen kann. Um die Grenzen dieser Abhandlung nicht auszudehnen, 
enthalte ich mich alles weiteren Details, behalte mir aber vor, auf diesen 
Gegenstand zurückzukommen. 
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ÜBER EINE BESONDERE GATTUNG ALGEBRAISCHER FUNCTIONEN, 

DIE AUS DER ENTWICKELUNG DER FUNCTION (l-2^r+s^)^ 

ENTSTEHEN. 



Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd.2 p.223— 226. 



Die merkwürdigen Eigenschaften dieser Functionen hat zuerst Le- 
ge n d r e in seinen Untersuchungen über die Attraction der Sphäroide und 
die Gestalt der Planeten bekannt gemacht im zehnten Theile der M^moires 
des savants itrangers und in den Memoiren der Pariser Akademie aus den Jah- 
ren 1784 und 1789; später hat er sie im zehnten Paragraphen des fünften 
Abschnittes seiner Exerdces de calcul integral zusammengestellt. Sie sind die 
Entwickelungscoefticienten X', X", X'", - . . , X*"' in 

S = iy -— '---- = l + X's + X-^'+2"^' + ... + X<>V' + ... 
\\—2xz-\-s^ 

Diese Functionen, als Aeren fonction ffen^atrice {t — 2xz-\-z^)^ anzusehen ist, 

geniefsen unter anderen die Eigenschaft, dafs, wenn m und n ungleich sind, 

immer 

ist, wenn aber m — n ist, so findet sich 



r> 



li+i 

wodurch es möglich wird, wenn man eine Function von x nach diesen Coef- 
ficienten entwickeln will, die Coefficienten als bestimmte Integrale auszu- 
drücken. Setzt man nämlich 
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22 ÜBEE EINE BESONDERE GATTUNG ALGEBBAISCHER FCKCTIONES, 

F(x} = A + A'X'+A-X'+ A" X"-\ \- A'" X'"' + ---, 

wo A^ Ä, Ä\ . . ., A" kein x enthalten, so wird 
2»+l /•+' 



^'•' = ?^J^Fl^).X"'dx, 



welche Art der Entwickelung viel Ähnlichkeit mit derjenigen hat, welche 
Euler bei der Entwickelung einer Function nach den Sinus und Cosinus 
vielfacher Winkel gelehrt hat. 

Es scheint mir aber Legendre die Eundamentaleigenschaft dieser 
Functionen übergangen zu haben. Sie ist in der Gleichung gegeben 

■vi«) ^ J 1 d'^x^—lf 

2» ' 1 . 2 . 3 . . . M ' dx" 

Man kann diesen Satz leicht a posteriori prüfen, indem man die Entwickelung 
von z wirklich vornimmt, und auch das n** Differential von [x^— 1)" ent- 
wickelt. Er findet sich aber direct so : Hat man nämlich eine Gleichung 

so ist nach dem Lagrang eschen Lehrsatz 

p^x + sem-t^ ^ (il +1.2.3 dx' + +1.2.3...» Äi— + ' 

woraus folgt 

^_l^^ ^Eial^jL ^%F{x)y ^° d^Fjx))'" ^' d"(F{x)r 

dx ~^ dx ''"1.2 dx^ "•" 1.2.3 dx" ~'~ '^1.2-3...« dx" "•" 

Setzt man nun 

wo F(j) = ^i^'^—i}^ so ist 

1—sy = \/l~2xg-\-g''. 
Differentiirt man aber die gegebene Gleichung, so erhält man 

woraus 
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äy 



äx slx—ixs^- 
amit den \ 
man F'yx) ^= \[x^ — 1) setzt, so erhellt 



= i+2'«+zvH |-x'V+- 



_1 (!>■— 1 )* 



Man sieht sogleich, dafs die vielfachen Integrale von X" bis zum 
n^ zwischen den Grenzen x =^ —i und X = ^l verschwinden, weil sie den 
Factor x^ — 1 enthalten. Bemerkt man nun, dafs durch theilweise Integration, 
wenn y irgend eine Function von x bedeutet, 

fy!{x)äx = !if-f(x)dx—£f'f(x)dx'+-g^f\(x)dir.- 

+ (-1)" |ä/'V W ''':•+ (-irj(^ff(')dx-)dx 
folgt, und setzt cp(a^) = X", so erhält man augenblicklich, da 

J X ax - ^,, -j2.s.„n 
und die übrigen Glieder zwischen den angegebenen Grenzen verschwinden. 

Hat man daher 

F{x) = A-\-A'X'~i-A"X"-\-Ä"'X"'-\ , 

so erhält man sogleich 



Üs findet aber zwischen den Differentialquotienten von (ir^— 1)" noch 
eine merkwürdige Eelation statt, welche dann gleichfalls eine neue Eigen- 
schaft der Functionen X" zu erkennen geben wird. Sie ist in der Glei- 
chung enthalten 

1.2. 3. ..(«-»■) dx"-'- 1.2.3...(w + r} dx^-i^ ''-—-'• 
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24 ÜBER EINE BESONDEKE GATTUNG ALGEBRAISCHER FUKCTIOHEN, 

Ich gelange zu ihr durch folgende Methode, deren ich mich schon in 
meinen „Disqtimtiones analj/ticae de fractionibus simplicibus^^ (Berlin bei Herbig, 
1825; cfr. Bd. III p. 1 — 44 dieser Ausgabe) bedient habe. 

Bezeichnet man in der Entwickelung einer Function von h, F{h), den 
Coefficienten von A" mit 

[-PI*!],,. 

SO hat man zufolge des Taylorschen Jjehrsatzes 



(..^l)"[(l+..^ + (x>-l)(^j)"]^,^ 



Indem man in der Entwickelung h mit dem Nenner x^ — 1 behaftet lafst, 
wird der Coeflicient von W mit dem Nenner [w'^ — 1}"+' behaftet sein. Zieht 
man diesen heraus, so erhält man 

Setzt man statt h jetzt -r-, so geht der Ausdruck über in 

Die Multiplication mit Ä^" giebt 
Man hat also 

[{{x + h)'-^\,^, = {x'-i)"Wx+h)'-i)\._„ 
oder 

[{(x+h)'-ir\._, = {»'-i)'[((i+s)'-i)"]^.^_„ 

welclics so viel ist wie 



1 



_ d"-'(a;^-l)" ^ {x^~l)' r^Xx^-lf 



1 . 2 . 3 . . . (m - »■} d X« -'■ 1 . 2 . 3 . . . (n + r) äx»^- 

Nimmt man das r-fache Integral von JX" so, dafs jedes genommene Integral 
für X — —\ oder für ic = +1 verschwindet, so hat man 

J 2" 1.2.3...« dx^'-"^ 
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DIE AUS DER EKTWICKELUNG DER FUNCTION (l — 2XZ-\-S^y ENTSTEHEN, 25 

Man kann die gefundene Eigenschaft in Bezug auf X" daher auch so aus- 
drücken : 

^1.2. 3... {«-*■) ^ 1.2.3...{n+r) (/a-'' 
Es ist zu bemerken, dafs im Allgemeinen die Functionen, welche man 
durch ~"^ " ~ darstellen kann, derselben Eigenschaften geniefsen, wenn 
man bei den Integrationen statt der Grenzen —1 und -+1 die Grenzen a 
und b nimmt. Übrigens ist die Function X " dieselbe wie die Function, 
welche Gaufs in seiner Abhandlung „Metkodus nova integralium valores etc.^^ 
mit U bezeichnet, und deren Wurzeln die Intervalle der zu berechnenden 
Ordinaten angeben, damit die Quadratur der durch die respectiven Punkte ge- 
legten parabolischen Curve eine möglichst grofse Näherung gebe ; wie ich denn 
auch in der Abhandlung über diese Methode die Function P, welche mit 
dieser zusammenhängt, rückwärts aus denselben Eigenschaften deducirt habe. 

Königsberg in Preufsen, im August 1826. 
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DE RESOLUTIONE AEQUATIONUM PER SERIES INFINITAS. 



Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 6 p. 257 — 286. 



Theoriam resolutionis aequationum per series inliititas principiis novis 
superstruam , quae maxime in eo versanttir , ut indagetur seriei eruendae 
functio generatrix sive functio, in cuius evolutione eerta quadam ratione 
instituta inveniamus seriem, quae radicem exprimat ut cevti cuiusdam ter- 
mini coefficientem. Ita videbinius, proposita aequatione f[x) = 0, series, 
quibus radix eins adeoque potestates radicis exprimantur, erui ex evolutione 
singulari expressionis log /"(ir) vel etiam — ^ '^- ' ; propositis inter duas va- 
riabiles x, y duabus aequationibus f{x,y) = 0, '.p(x, _y)= 0, series, quibus 
radices o?, y earumque potestates et producta exprimantur, erui ex evolutione 
singulari expressionis 

/■■? 
propositis inter tres variabiles se^ y, z tribus aequationibus 

f{x, y, 0) - 0, fix, y, B] = 0, •^(x, y, s) - 0, 

series , quibus radices x, y, z earumque dignitates et producta exprimantur, 
erui ex evolutione singulari expressionis 

/»(y'(y)i.'( ^ )-y'(^)f(j/))+r(y)('p'(^)'!-'W-9'(a ^) yW)+rW)y'Wt'(y)-'p'(?/)^'(^)) . 

quae, iam facile patet, quomodo ulterius continuentur. 

Adnotare convenit, iam olim lU. Lagrange in initio ipsius commen- 
tationis celeberrimae, qua theorema, quod ab eo nomen refert, condidit [Hi- 
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DE EESOLÜTIONE ÄEQÜÄTIONÜM PEE SERIES INFINITAS. 27 

•stoire de VAcadtmie de Berlin, Annee 1768), generationem illam seriei, per 
quam radix aequationis t\a!) — U exprimitur, animadvertisse, sed postea viam 
illam, qua theorema suum invenerat, dereliqulsse. Namque et ipse et alii 
ejus, quam tum dederat, demonstrationis desiderabant rigorem. Aliis est 
principiis demonstratio nostra superstructa, quibus tarnen magna intercedit 
similitudo cum iis, quibus sagacissimus Cauchy in calculo, quem vocavit 
residuorvm , usus est. Attamen cum a nobis haud pauca adiecta, atque 
principia illa multo latius extensa adeoque ad resolutionem duarum vel plu- 
rium aequationum plurcs variabiles involveiitium applicata sint, hoc ipsum 
ad calculum illum residuorum, quo tam t'eliciter autor uti seiet, ulterius pro- 
movendum facere potest. 

Quia Ycro in sequentibus series, de quibus quaeritur, invenimus ut 
certarum expressionum certa quadam ratione evolutarum coefficientes, nota- 
tione nobis opus erit, qua evolutionis proi)ositae singuli coefficientes expri- 
mantur. Quem in finem eandem adhibebo, qua olim in commentatiuncula 
„de ßactionibus sim'pUcihvs'-'- (Berol. 1825; cfr. T. III p. l — 44 huius editionis) 
usus cram. Dcsignante enim f{x] functionem certa quadam ratione ad digni- 
tates ipsius x evolutam, coefficientem dignitatis oc" in ea evolutione designabo 
per characterem 

Nee non functione plurium variabilium /"(«, y, 2, . . .) ad dignitates earum 
evoluta, coefficientem termini x"' y^ z^ . . . designabo per characterem 

[««.!'. •.■••)W.,.., 

Observari quidem potest, quoties functio evoluta nonnisi dignitates positivas 
integras variabilium contineat, in locum notationis nostrae usitatam differen- 
tialium notationem restitui posse. Eo enim casu fit e. g. 



[/■(^)U ■■ 



1 d^jx) 

posito post differentiationem ij? ^ 0, et designante U{n) pxoductum 1.2.3...«. 
Idem locum habet, ubi /(x) negativas adeo dignitates ipsius x continet, 
neque tarnen in infinitum. Ubi enim, functione ea per ir"' multiplicata, digni- 
tates omnes positivae evadunt, fit 
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4o DE RESOLDTIONE AEQUÄTIOSUM PER SERIES INFINITÄS. 

posito post diiferentiationem ^ = o. Eadem de pluribus variabüibus valent. 
At in sequentibus etiam evolutiones, quae utrimque in infinitum excarrunt, 
considerabuntur, sive quae variabilium et positivas et negativas dignitates in 
infinitum continent, quarum coefficientes per differentialium notationem ex- 
hiberi non possunt. Unde maxime ad notationem novam confugiendnm erat. 

Adnotandum autem est, in genere expressioni [f{x)] „ certam notionem 
non subesse, nisi antea, quem evolutionis modum adhibere convenit, definitum 
erit. Fit enim, ut, quoties de evolutione functionis agitur, cuius argumentum 

pluribus nominibus seu terminis constat, veluti — .. \osia + b-\-c-\ ]. 

aliam aliamque seriem eraas, ubi secundum alius nominis «, 6, c, . . . digni- 
tates descendentes evolutionem instituis. Unde, nisi definito evolutionis modo, 
coefficientes deterrainatae non erunt. lis casibus, ut ipse adspectus doceat, 
quem evolutionis modum adhibere placet, nomen illud, secundum cuius digni- 
tates descendentes evoiutionem fieri supponitur, primum ordine exhibebo, si- 
cuti in commentatione anteriore „Exercitatio algebraica circa discerpUonem sin- 
gularem fractionum etc.'-'^ (cfr. T, III p. 67 — 90 hujus editionis) fecimus. In- 
terim tarnen, ubi commodum judicabitur, quem evolutionis modum adhibere 
conveniat, diserte adiicietur. 

Jam principia, de quibus diximus, sequentibus lemmatibus exponemus. 

Lemma I. 

Ponamus, functionem f\x) certo quodam modo evolutam alios terminos 
non continere , nisi qui ipsius x dignitates sint, neque igitur logarithmum 
ipsius x\ ditferentiale eins - }" ■■ termino — carebit, quippe qui nonnisi e 
differentiatione termini log^ provenire potuisset, qui in f[x) non invenitur. 
Erit igitur 



(1) 



dx . 



unde etiam, posito — ZT^f*^ ^'*'^° fi^)' 
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Formula (2) exceptiouis casum habet, qui coiisiderationem sibi peciüiarem 
poscit, casum, quo m — — 1. Quaeramus igitur coöfficientem ipsius - in 
expressione 

1 df(x) ^ d]ogf(x) 
f(x) dx dx 

Sit terminus ipsius /"(^}, secundum cuius dignitates descendentcs log f{x) 
evolvatur, «„ir" et ponatur 

f{x) ^a,x"0-+U), 
uiide 







" ix ^ 


X dx 


Jam expressio 


log (1 + IT) = V~ 


¥ + 


f 4 


e soiis 


dignitatibus 


ipsius a: constat, 


unde 








rdlog(l + (7n 


= 0, 


ideoqui 


(3) 


[^1^]..,- 


\ik 


dfixn _ 

dx J^, 



Videmus igitur, ubi dignitates functionis f{x) secundum dignitates descendentes 
termini a^x'' evolvantur , quem ponimus unam esse e terminis ipsius f{ie), in ex- 
pressione 



m 



. dfix) 



dx 

co'efficientem termini — esse = sive expressionem jUam termino ■ - omnino carerc, 
nisi Sit m ^ — 1 , quo casu terminus — coöfficientem nanciscitur [x. 

In applicationibus huius lemmatis, quas infra faciemus ad resolutionem 
aequationis per series, erit terminus, secundum cuius dignitates descendentes 
evolutio instituenda est, ax sive prima potestas variabiüs; quo igitur casu 
statuemus 
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ij^^im -1 

lf[X) dx J^-1 

Ponamus, F{x) esse aliam functionem, qiiae evoluta et ipsa e solis digni- 
tatibus ipsius ^ constet, erit e (1) 

L dx Jj^-i ' 

ideoque 

sive generalius 

qua formula interdum commode uteris. 



1 i e m m a II, 

Ponamus, functiones f'{x,y), '^{x, y) ccrto quodam modo evolutas alios 
terminos non continere, nisi qui ipsarum x, y dignitates dignitatumque pro- 
ducta sint, ideoque carere terminis loga;, logy: scquitur e lemmate I., in 
expressionibus*) 

dy ' dx 

in altera terminos in ~ ductos, in altera termiuos in — ductos deficere; unde 

y 1 , .f. 

in neutra invenietur terminus --7- . Quarum igitur dmerentia quoque 

?MM\_mm = /-(.)„X!,)-/'(!,)T'W 

cum termino — careat , eruimus theorema novum ac memorabile 
xy 



(6) [ri^)'?'iy)-f'{y)'?\^)\. 



*) Tibi commodum duco, lÜffereDtialiura partialium notationcm, quam 111. LagiaDge proposuit, 
adhibebo. 
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Unde etiam, posito — ; — ■ f"' , — ^9"+ \Qf.Q f^rs, sequitur 
)ii + 1 rt + 1 

Quae formuia exceptionis casum habet, ubi m ^ — 1, 7^ ^ — 1, qui seorsim 
examinandus est. 

Ac primum obaervo, ubi alter taiitum numerus e. g, m = — 1, formu- 
lam (7) non mutari, sive etiam expressionem 

termino — carere. Ponamus enim, esse ax-'y' terminum ipsius f[x,y), se- 
cundum cuius dignitates descendentes dignitates vel logarithmus eius evol- 
vantur, coiitinebit \ogf[x,y) terminos logarithmicos ]},\o^x -\-^i\o^y; e diffe- 
rentialibus autem ,. , ,. abeunt logarithmi, unde etiam expressiones 

e solis dignitatibus et productis ipsarum x, y constant. Hinc sequitur, in 
differentialibus earum 

a[r'y"+V'(^)] a[r'y"+Y'( g)] 

respective terminos in — , — ductos deficere; unde neutra habebit terminum 

-— , ideoque nee differentia earum 
xy 

(« + 1) r '?"!/» ^'(2/) -/■'{?/) ¥V) i . 
sive erit 

(8) [r'¥"i/"(^)f'(2/)-rü/)'f'(*)n:^.j,-. = 0- 

quod demonstrandum erat. 

Jam vero videamus, quaenam evadat formuia (7), ubi simul m = -~\, 
n = — 1 , sive quaeramus coefficientem termini — in expressione 

f'{x)tp'iy)—f'iy)f'(x) ^ dhgf aiogy dlogf dlogy 
f .ip dx dy dy dx 
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Poiiamus, esse «ir''^', hoc'-''^'' terminos ipsarum f{pc,y"), 'f(x,^), secundum quo- 
rum dignitates descendentes potestates earum et logarithmi evolvantur, ac sit 

f{x,y) - ax^u'il+U), tpix,!,) = bx'Yii + V). 

Ponatur pon-o brevitatis causa 

L = \os{l-\-U) ^ f/-_-^ + -^ , 

M=Iog(l+F)= V^-^ + -'^^ , 

quae expressiones e solis dignitatibus ipsarum x. y constaut: invenitur 

dx ' dy öt/ ' dx \x '' dxj\ij dp J \y ~^ dy J\x~^ dx J' 

In aequationis dextra parte, uncis solutis, inveniuntur expressiones 

^^_-^-?-^ 1-^ 1^ 11^ } ^¥. 

dx dy dy dx ' y dx ' y dx ' x dy ' x dy ' 

qaae ex theorematibus antecedentibus termino ■ — carent oranes. iinde in ex- 

^ xp - 

pressione antecedente coefiicientem ipsius — nancisciniiir simpliciter {iv' — [x'k; 
sive Ät 

^ ^ l dx dy ~dy dx \^,y-r L f.<s \jr^y-<. 



Videmus igitur, uU dignitates functionum f{x,y). (p(^, y), quae e solis dignitati- 
bus variabilium x, y constant. secundum dignitates descendentes terminorum 

ax"y^, hx'' y' 

evolvuntur, quos in funciiombus ilhs inveniri snppommus, in expressione 

rylrwT'w-rwfwl 

coefyidentem termini ^. esse = Ü, sive termino — eam umnino carere; nisi sit 
xy ' ^ xy 

simul m = — i, n = — i, quo casu terminus — coe/yicientem nanciscitur [l^/ — fjLv. 
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In applicationibus huius theoreraatis, quas infra faciemus, evolutiones 
secundum dignitates descendentes terminorum «j;, hy instituentur, quo igitur 
casu [1 = •/ = I . fi' ~ ^J — 0, ideoque 

r /"(^)y'W-r(y)y'(^) l 

Assumta tertia funetione F{x, y), facile probatur, esse 

(10) F[f'{^)'9\y)~r{y)'?-{x)] 

Jam quoties F{x,i/) et ipsa e solis variabilium x, ^ dignitatibus constat, e 
tlieoreraatibus antecedentibus expressiones 

' ™ d,j ' 'ä*) äx ' dl ^ 

terraino — carent, unde e (10) prodit 

[F(nx)^-(!/)-n,),xx))] 
(11) 

cuias theorematis infra usus erit. Adnotandum est, quoties J^ constans, abire 
(11) in (6). 



Ut similia eruamus de tribus functionibus , tres variabiles x, ^, z invol- 
ventibus, f{x,^, z), ^(x. i/, z), '^(o', ^, z), adnotetur aequatio identica 

a (<p'(y)f(^)~<p'(^)f(i/)) ^(?MM:iiM1:M 

dx dp 

d{'D'ix)-l>'ip)-f'iy)^'ix )) ^ ^ 

02 ' 



(12) 
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quam differentiationibus exactis facile probas. E qua, posito brevitatis causa 
fluit sequens : 

,.„, dn^xyW(^)-A^wm I df{fX^)-^xx)-^xxm^)) , df{fX^)^'(y)-?mi^)) _ . 

^^''-' dx '^ dy '' ä5 ~~ ^■ 

Ponamus, in functione f{x,j/,2) evoluta praeter dignitates iE,y,s alios ter- 
minos non inveniri, ideoque eam et a logarithmis earum vacuam esse; porro 
duas reliquas fuuctiones ^{x, y, z), ']>(.^, y, z) evolutas sive et ipsas solis digni- 
tatibus variabilium x, y, z constare , sive praeter illas adhuc continere termi- 
nos logaritbmicos 

[i'loga; + v'log»/4-<ü'logÄ, ix"loga: + v"log?/ + (ü"log^, 
designantibus [x', V etc. constantes. Patet, expressiones 

9\y) '{''W - ¥'(^) '^Xy), 'p'C^) -fW ~ ?'(^) ^X^), ?'(*) -t'fo) - ^Xy) f (^} 

certe a logarithmis vacuas esse, ideoque etiam expressionum 

^/■(y'(i/).i.'(^)-y»f(y )) d f(^X^)^\x)-^\x^X^)) &f{f\x)if\y)-^Xy)^X3:)) 
dx ' dt/ ' dz 

primam terminis in —, secundam in — , tertiam in -^ ductis carere; unde 
earum nulla continebit terminum , ideoque nee summa earum, quam e 

(13) vidimus esse — A. Nanciscimur igitur theorema fundamentale 

(") W^'r''-' = "■ 

Ponamus iam, etiam primam functionem f{x, y, z) terminos logaritbmi- 
cos continere [jilogir+vlogj/ + (ulog2, designantibus fi., v, u) constantes, ita ut, 
posito 

f(x,y,s} == [iloga; + vlog^ + ü)log£^+ CT, 

U solis variabilium x^ y, z dignitatibus constet. Qua expressione loco f[x,y,z) 
substituta in ipsa A, fit 
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Jam e (14) pars prima huius expressionis 

termino caret ; porro e lemmate II facile obtinemus, in expressionibus 

coefficientes terrainoi-um — , — , — rcspective esse 
p^ ex xy 



unde prodit theovema, siqiiidem functiones f, (f, ^ evolutae praeter di^nitates va- 
riahilium x, y, s adhuc contineant terminos löffarithmtcos 

[J.log« + vlogy4-<ulog5-, !..'log3; + v'log3+(u'log^, [l"log« + v"log!/4-(o"lüg4r, 

fore 

(15) [^]^.y-..-. = t^(vW'-v'V) + vCa.V-«>V) + «,{!.'v"^,."v'). 

Kursus ponamus, i'unctiones /'(o", ^r, r), (p(a?, ^, s), ({'(■^i^^^Jr certo quodam 
modo evoiutas, solis variabilium x, y, z dignitatibus constare, eaiunique digni- 
tates et logaritlimos ad dignitates descendentes terminorum 

ax^y" z"', hx^ y s" , c.x'* y" z"^ , 

qui in iis inveniri supponuntur, evolvi; logarithmi eatum evoluti praeter 
dignitates variabilium continebunt terminos 

[j.loga: + vlogJ/+<olog^, !J.']ogx + v'logj/ + ü>'logä;, |j,'"loga: + v"log?/+ü."log2. 

Hinc ubi in ipsa A loco /, f, (^ substituimus vel /'"'^', 9"+', 4''''''^ ^^ log /", log 9, 
log 4») e (14), (15) iluit theorema, siqvidem non simul m ^= n = p — —\, fieri 

(16) [rVf-AL.. _,^_, = 0; 
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quoties vero simul m ^ u ^ p ^ — I , ßeri 

(") [-mhr-- ^ Kv™"-."») + .(»>"-«'y) + »(,v-,v,. 

In applicationibus, quas infra faciemus, evolutiones ad dignitates descendentes 
terminorum ax, by, cz instituentur, quo igitur casu ]* = v' ~ to' = 1 , reliqui 
autem [x' =^ t^" = v" = v = tu = to' ^ 0, ideoque 

TTt formulae (11) lemmatis II similem eruam, assumta quarta functione 
F[Xi y, z) , quae et ipsa solis variabiUum dignitatibus constat , transformo 
expressionem [F.d]^_i i^_, in aliam [P]^_i ,^-1, in qua P differentialia func- 
tionis f secundum x, functionis 9 secundum y, functionis c}i secundum z sumta 
non contineat. Quod transigitur hunc in modum. Posito enim fF loco f in 
expressione ipsius A, foimula (14) in hanc abit: 

[J-.A]^.,-.^. = 

-[fJXa:)M»)*X'')-?X«)*W+/'-F'W(r'«rM-T'WfW)+/-F'W('f'WfW-T'(S)'l''(a:))i-,j^,.-.. 

Porro e (11) sequitur 

{fr ix) (o'w + w -iii) .ycj))]^, j_. ,_, 

nee non e (4) 

Quibus in aequationem superiorem substitutis, prodit 
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Qiiae foimula t'acile in hatic abit ; 



(18) 



-i^-^l- 



/■?* 



äx dy du 



a[7^] d'F Jim d'F djf,] d'F 
'' öx öydz ' dy dsdx ^ ' ds dxdy 



E forraulis (it), (18) videbimus iufra theoremata, quae 111. Laplace 
de resolutione duariim aequationura iiiter duas , triam inter tres variabiles 
propositanim olim exhibuit , sponte demanare , quas igitur hoc loeo ante- 
mittere placuit, quo facilius nostra cum iUius inventis conciliari possint. 

Iudicata via, quae de duabus, tribus functionibus eruimus, ad maiorem 
functionum numerum facile extenduntur. 

De reversione serierum, 
sive resolutione aequationis propositae per series infinitas. 
Lemmatum traditorum primam applicationem ad casum simplicissimum 
ac saepius tractatum faciamus. quo de radice aequationis propositae in seriem 
evolvenda quaeritur. Videbimus, ex evolutione logarithmi ipsius expressionis, 
quae nihilo aequatur, certa quadam ratione insfcitnta, seriem quaesitam eiusquc 
et potestates et logarithmos profluere > qnippe quae in evolutione illa ut 
coefficientes invenientur. 

Quaestio de radice aequationis in seriem evolvenda omnibus casibus ad 
reversionem serierum revocari potest, qua id agitur, ut, proposita serie 

X = a^x^^a2X^-\-a^x^^a^x*-\-• ■ ■, 
alia indagetur series, qua vice versa x per X exprimatur, 

X = l^X + \X^-\-\X^ + hX'-^ , 

unde, proposita aequatione 

y — a^x-\-a^x^-\-a^x'^-\-a^x^-\ , 
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invenitur radix 

X = i\y -{-is^^ -\-isf -i-b^y* -] 

Aequatione identica 

X ^ ljX + b,X' + is^' + b^X*-\ 

differentiata et post differentiationem per X divisa, obtinetur 

Evolvamus in hac aequatione singulas dignltates ipsius X ad dignitates 
ascendentes ipsius x ideoque ad dignitates descendentes termini «1«, qui in 
ipsa X invenitur: sequitur e lemmate I, in altera parte acquationis, dictum 
in modum evoluta, terminum ~ nonnisi in expressione nb„^-^ inveniri; 
porro ex eodem lemmate fit 



[i 



^ nlu sive &« ^ — 

L X" 4- nl X" 4-' 

Quae est determinatio generalis coeffieientium evolutionis quaesitae. 
Eadem omnino methodo, posito 

x"' ^ ^'"[fti + 6ä2' + *3 2/' + *4 2/*H ]' 

cogfficientes h„ determinas. Differentiata enim aequatione , quae identica 
fieri debet, 

x'" - b[x"'-\-Zx""^' + h,X"'^'-\-'ix""^'+---, 



et post differentiationem divisione facta per X : altera pars aequationis 

I dX 
X dx 



e lemmate I in uuica expressione (m + H — I)i,,^-3— terminum — habet, 



unde fit 

r mx'"~ 



Lx-+— V. - ^ ^" '""Lz .ia^V. 



: (,« + „_l)S, 
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sive, cum generaliter sit 

i*"-vwv. = im],.., 
fit 

Quoties m est integer negativus et w =^ —/«■-{- 1, quo casu (19) indeter- 
minata evadit, in locum eius formulae haec Substitut debet: 

(20) b^j = m[logX]^„, 
quod facile probatur. Eadem porro methodo, posito 

loga; = log!/ + log5,+&iJ/ + 6äy^ + J;,j/=H , 

invenitur 

(21) l = -\~] ■ 
Tibi m est integer positivus, sequitur e (19) 

" UiiX- (». + 1)Z"+' (.» + 2)2"+" 4- 

sive, cum nenne loeX, neque — , — -, . . ., r- evolutae terminum x~" con- 

tineant , 

(22) ^= -[log{X-y)l_^. 
Ex eadem formula, collata (20), lit 

mx tmy [m — l)y y Ä iÄ -ix" 

sive, cum in X"'''"\ X'"'''^ . . . nonnisi dignitates ipsius x altiores quam wi'" 
inveniantur, 

(23) ^ - [Iog(;/--X)-log(X-y)] 

Porro ex (21) fit 
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sive, cum logfc, = —loga^ = — [logX] „, 

(24) log^ ^ log;/-[log(3:-ä,)]^„. 
In locum foi-mularum (22), (24) substitui possunt hae: 

(25) ^ = [log(^~X)-log(X--/)]^_„., 

(26) loga; = [log(ti-X)-\og{X-y)l„, 

cum expressio log(^~X) negativas ipsiiis it dignitates omnino nou contineat ; 
unde formulam (25) valere videmus pro Omnibus valoribus numeri m et posi- 
tivis et negativis. 

Quae ne praepostere intelligantur foTmulae. revoeare placet, secundum 
ea, quae supra monuimus, pro diverso modo, quo binomium, cuius logarith- 
mus evolvendus proponitur, scribatur sive_y— X sive X — y. nos denotare 
per expressiones log(^ — X), \og{X~- y) series diversas 

^ _ ^ _ X" _ 
" 2y^ Zf iy* '"' 

los(X—y) = logX--^ ^ 1-^ 1_. , 

^ ^ X 2X= 3X^ 4X* 

in quibus porro dignitates et Logarithmus ipsius X ad dignitates ascendentes 
ipsius X evolvendae sunt. Quibus bene intellectis, docent formulae (25), (26), 
iß eadem expressione log(^ — X) — log(X — y), dictum in modum evoluta, in qua 
evolutione praeter hgarithmum ipsius sc dignitates eins et positivae et negativae in 
inßnitum inveniuniur , coefficientes dignitatum negativarum exkibere dignitates posi- 
iieas, dignitatum fositivarum negativus^ constantem hgarithmum seriei, qua radix 
X aequationis X ^= y exprimitnr. 
Ponatur 

ita ut ex aequatione X^y fiat x ^ Y, e (25), (26) obtines aequationes 
identicas 

(27) ^ = [I"g(!'-X)-log(Z-s)]^„, 

(28) logr= [log(s~Z)-log(2-s)] 
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E quibus formulis, ubi evolutionem expressionis log(^— X) — log(X — j/) se- 
cundum dignitates ipsius x ordinas, invenis 

log(j,_X)-log(X-j,) = -loga, + |+^+^+... 

sive, quod idem est, 

(29) log{;/~X)-log(X-3/) - \og{Y-x)-\og{x~Y). 

Quae foi-mula mirae simplicitatis immutata manet, ubi x, X cum y, T per- 
mutantur; quod pro reciprocitatis lege, quae inter aequationes 1/ ^^ S., x = Y 
intcrcedit, cum ex illa haec, ex hac illa sequatur, locum habere debet. Quo 
rectius perspiciatur , quam notionem subesse volumus formulae (29), quae in 
hac theoria ut canonica spectari potest, proponamus eam ut 

The orema. 
Proposita Serie 

X =^ a^cc -\- a^x^ -\- a^x^ -\- a^x^ -\ — ■ , 

Sit 

series, quae e reversione propositae nascitur, ita ut, posito X = _y, ßat Y = x: 

erit identice 

log (7/ -X)- log (X- 2/) == log(Y-x)-los{x-Y) 
sive 

yi y3 1 I Y Y^ y* 

-L4-J^ + ---) (_l„g»+i + ^ + ^ + ..., 

siquidem in aequationis parte prima singulae dignitates et logarithmus ipsius X 
ad ascendentes dignitates ipsiiis x, in parte secunda singulae dignitates et logaritk" 
mus ipsius Y ad ascendentes dignitates ipsius y evolvuntur. Quod docet theorema, 
in eadem evolutione expressionis 

Iog(j/-X)-log(X-^) = log(7-a:)-log(a;-r), 
VI. 6 
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secundum dignitates elementi y ordinata, inveniri ut coSfficientes dignitates et loga- 
rithmum seriei propositae , secundum dignitates elementi x ordinata , dignitates et 
logarithmum seriei inversae. 

Theorema curiosum, quod iam proposuimus , propter eam, qua gaudet, 
concinnitatem alia adhuc demonstratione maxime expedita comprobave operae 
pretium est. 

Ponatur X = f{x) , atque evolvantur expressiones 

i^üM^fm = .ogrt.,-a|_.(Mj_.(M)'^.., 
Him-mi = iogft.)-«|-i(fa)-_,(Mj_... 

ad descendentes dignitates ipsius a^, unde altera log [/(.i^) — /'(^)] solas positivas 
dignitates ipsius y, altera log[/(y) — f\x')\ solas positivas dignitates ipsius x^ 
neutra positivas ipsius a^ continebit. Quibus conditionibus evolutionis ratio 
omnino definita est, Jam sit 

erit 

log[A^)-/M = log(i^-?/) + logtr= logC7+Iog^--|--^--^ , 

log[/'(2/)— /"(a^)] = Iog(*/ — 3:)+logD"= logü-+log?/— -^-^--^ 

In utraque expressione logü" eodem modo evolvi debet, videlicet ad dignitates 
descendentes ipsius ö^, unde subductione facta prodit 

(30) log[/-(:.)-a^)]-log[/(;/)-/'(:r)] = \^g{x-y)-\^^{y-x). 

Jam in hac aequatione loco y substituatur F, quo facto, cum sit f{Y) = y, 
formula (30) in hanc abit : 

lo^[f{x)-y]-\og[y-i{x)] = \^g{x-Y)-\og{¥-x), 

quod, posito f[x) = X, est theorema demonstrandum. 
Ponatur 

F{x) ^ A->rA'x-\-A!'x^■^A^'x^+■■■ 
, B' , B" , B'" , 
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aequatione 

log(i,— X)-~log{X-y) = log(r-a;)— log(a:~r) 
maltiplicata per F{x), invenimus coefficientem termini — 

sive 

Ulog{p-X)-log{X-y)\Fix)l_, =fF(Y)dY, 

vel, posito F{x) = ■ y^/ - = (p'(a;), cum sit F= i», 

(31) <fix) == [{log(y-X)-los(X~y)\^X^)l-.. 

Ubi in 'f{w) invenitur constans, ea dextrae parti aequationis adiicienda erit 
Quoties <^{x) solis positivis dignitatibus ipsius x conatat, (31) simplicius 
ita exhibetur 

(32) 9(s) = =(0)-[!.'Wlog(Z-äiV,. 
Posito igitur 

fit P = i^ (o) , atque 

(33) ^ =n[r\^.- 
Sit aequatio proposita 

a-^ + ),f(,) = 0, 
atque evolvatur ^ (s) in seriem 

^ (^) - p + P'p + P'Y + F'Y + ■ ■ ■ 

Posito 2 — a-\~x, aequatio proposita abit in y = . , -, 1^(2) in ^(a + a;); 
ubi igitui- in (33) ponimus 



""'Ti^- 9{-) = H'+-), 



fit 



pW , 
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sive e theoremate Tayioriano 

^ ' II (k) tJa"-' ' 

linde 

(3ö) tw = *W + ,f(.)fW + Tt. 4iTÄl + _t_.iMfWl + .., 

quae est series Lagrangiana. 

Non generalior est aequatio, quam 111. Laplace sibi resolvendam 
proposuit , 

quippe quae, posito z = F{u), in formam supra adhibitam redit 

quod adnotare convenit. 

Inventa functione generatrice seriei , qua radix aequationis propositae 
sive functio radicis exprimitur, id commodi nactl sumus, ut eadem expressio 
Omnibus modis, quibus evolutionem ordinäre placet, facile accommodetur, 
ideoque etiam casui maxime generali, quo, proposita aequatione f{x,y) = 0, 
functio ^ [x, y) ad dignitates ipsius y evolvenda est. Data enim aequatione 

= f{^,y) =^ a'y-^a'y-\ |-3^(ö + 6V+&'y+- ■ ■)+^'(c + cV + cY + ---) + ---. 

proponatur functio 

+ ••• 

in seriem evolvenda 

/i{x,s) = F+F'</ + F"f + FV+---; 
ut eruatur P'"', observo, e formulis nostris esse 



(36) <, (X, y) = t (0, y) - \^ß- \ogf{x, ,j) 



L dx 



iam espressionibus '|^(0,^), — tA ' P . l log f{x, y) ad dignitates ipsius y evolutis. 



sint termini 



^^"V", 2''"V", 
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erit 

(37) P'"' = A^"^~-[T'\_,. 

Dedit oUm lU. Laplace in ipsa commentatione, qua seriem Lagran- 
gianam primus rigorosa eaque elegantissima demonstratione munivit [Hist. 
Äcad. Par., ad annum 1777), sine demonstratione theorema curiosum huc per- 
tinens, quod cum attentionem Geometrarum fugisse videatur, ipsis autoris 
verbis apponam locum integrum. Postquam enim e consideratione aequatio- 
nis ~~ = g — , in qua z data functio ipsius x, resolutionem aequationis 

x = (fi((-f-a») adeoque plurium eiusmodi aequationum inter plures variabiles 
deduserat, haec commentationi ad calcem adiicit: 

„Consideratis aliis aequationibus ad differentias partiales inter x, a, t, 
per methodum praecedentem functionem quamlibet m ipsius ic in seriem evol- 
vere liceret, et invenirentur eo modo innumerae aequationes inter o! et a, 
pro quibus evolutio ista succedit; at satis longe adhuc a solutione abessemus 
problematis generalis, quaecunque sit aequatio inter o? et a proposita, func- 
tionem quamlibet ipsarum o? et a, si fieri possit, ad dignitates integras posi- 
tivas ipsius a evolvere. Quod ut resolvatur problema, iam theorema propo- 
nam propter eam, qua gaudet, et generalitatem et simplicitatem attentione 
Analystarum dignum." 

„Sit f (ir, a) = aequatio inter a? et a proposita, et u functio ipsius x 
et a in seriem evolvenda; posito et ^ 0, abit aequatio proposita in ^(ic, 0) = 0, 
qua resoluta habebuntur radices inter se diversae, quibus series diversae, in 
quas u evolvi potest, respondent; sit x — a — una e radicibus iilis, expressio 
(f{x, 0) factorem habebit potestatem positivam ipsius x — a, quam ponimus 
esse [x — a)*; quibus statutis , ubi nominatur a" q^ terminus generalis evolu- 
tionis functionis m, quae radici x — 0=0 respondet : erit 



ö« ^ 



\ 1.2.3...K da" I 



.3...« 6a" 1.2.3...(k — l)i 

siquidem in altera parte aequationis l" binae variabiles o? et a ut indepen- 
dentes considerantur, 2" post differentiationes secundum a factas ponitur a = 
et post differentiationes omnes x — ö." 
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Hoc theorema per formulam nostram (37) facile probatur casu, quo 
i = 1 ; casu vero , quo i non = 1, inveiiitur idcm egregie falsum esse. Eo 
enim casu factori {x — a)' respondeiit i radices aequationis tf{a;, a) = inter sc 
diversae nee, nisi posito a — 0, inter se aequales ; nequc formula ab Hl. La- 
place apposita ad functionem unius radicis , sed ad summam funetionum, 
quae singulis illis * radicibus respondent, pertinet. Locus ille hunc in mo- 
dum emendandus erit: 

„Sint radices aequationis ff[x, a) = 0, quae factori {x — «)' respondent, 
^1, a?2> ^3' ■■■!^i; porro valores, quos functio m induit, posito ^ = Xj, a^j, . . .,a^,-, 
sint «,, Mj, ..., Uf-, siquidem ponimus 

»i + «a-i-"3H [-«■ ^ -ff^a", 

erit 

i d"u !____ \ n(») da" 

II (m) ä^ n(iw-l) öa:'"-i 



(38) 



post differentiationes transactas posito a — ü, x — «." 

Demonstrationem huius tlieorematis hoc loco praetermitto. 
Per formulam nostram (37) facile etiam problema resolvitur, data aequa- 
tione f{x,y) = 0, ubi y ut functionem ipsius x spectemus, exliibere genera- 
liter w*™ differentiale functionis '^{x,y)\ fit enim, ubi simpliciter ^{x-,y) =^ y., 



(39) tl 1 ^ 



tp (a^ + fe, ff + ^) > 
6h' ' 



4, =i?± 



(40) 



f II (»-1) ai'- 

differentiationes posito Ä ^ 0, i = 0; sive generalius, ubi (]j =; "^Tr, 






^ n(n-i) ör-^ 

post differentiationes posito h := o, i = 0. E quibus formulis per regulas 
notas facile deducis formationes combinatorias sive terminorum formationem, 
quibus exprcssio quaesita constat, et numeros, qui terminos ilios afficiunt. 
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De resolutione duarum aequationum inter duas variabiles 
propositarum per series infinitas. 
Datis aequationibus inter duas variabiles 

T = a'x -}- üiy -\- a" x^ -\- a[xt/ + a3f+ ■ ■ ■ , 
u =^ b'x + 61 y + Vx^ -\- K ^ y -^-^2?/^ -h ■ • • , 
ponendo 

l^ (j<™' _ a, fe^r' =^ «!;'" , «' *.?" — &' ««"' ^ ß!r' , «' ^h — aih' = A, 
i^x — «lU =^ (, a'u — 6't ^ M, 
transformo eas in has simpliciores : 

i — A a: + a"x^ + «1 i^ ^ + "^2 2/^ + f*'" ^' + " ' " j 

Jam ubi fimctio radicnm f{x, y) evolvenda est in seriem 

posito 

fieri debet identiee 

f{x,y) = Scf X"'r', 

quod determinationem coefticicntium Cjf^ suggerit. Quorum expressionem 
generalem per lemma II ita invenio : 

Posito emm brevitatis causa X = -^—. A — -^—, Y = -^— , i = ■—— , 
dx '^ dy üx ^ ay 

in evolutione expressionis '~ ^'^ — - secundum dignitates descendentes ip- 

sius A instituta , inveniuntur elementorum x, y et positivae et negativae 
di"nitate8, neque tarnen, uti in lemmate II vidimus, terminus - — -, nisi sit 
simul m = 1 , « = 1 , eo autem casu , in eo lemmate vidimus , ipsius -—• 
coefficientem esse = 1. Itaque multiplicata aequatione identica 

f{x,y) = XC^"'X--Y'' 
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per expressionem 



e lemmate II in altera aequationis parte terrainus — non invenietur niai 
in ea expressione, in qua m = p, n ^ q, quae fit 
^W X'Y,-X,Y' 

in qua porro ex eodem lemmate termini — - coefficientem habes C/ . Unde 
iam 

Qua formula generali completa problematis solutio continetur. 
Ubi f{x, y) = x"^", (41) facile in hanc formulam abit : 



-u 



Ut exemplum adslt, quomodo e formulis traditis formatio combinatoria ter- 
mini generalis evolutionis quaesitae inveniatur, formationem ipsius C,''* in 
(42), qualem formula illa suggerit, indicabo. 
Apparebit primum, C/ formam induere 

ri(p) _ -^ -^1 _|_ -^a . , + -^P+ j -m-n 

S ^P+'t ^P+i+l "l" ^P+7+2 ■ ■ • — ^ap+2)-„,_n ' 

in quibus A^ functio integra positiva coefflcientium aequationum proposita- 
rura a", aj, a^, . . ., ß", ßj, . • . Sit terminus ipsius A^ 

«)'"{<)''■•■ («)"(?:;)"•■•. 

iieri debet 

(,'+[,"+. ..+v' + v"+.-. = k; 
porro posito 

fi' -J- [i" -| — ■ = a, v' -]- v" + - ■ • = i, unde a-{-b = X , 

[iV'+[.'V"H = M, v's' + v"a"H =. ^", 

fj.'r,4-lj,"j;,4---- = 1/', v's,-i-v"s„H = -N"', 
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fieri debet 

M-\-N = p'\-a~m, M'-\-N' = q-\-b~n. 

Cogfficientem autem numeiicum nancisceris : 

(nN+ mW + m«) " (y + o-ijnfe+t-i) . n(a) ^ n(i) , 
*" + + ' iiWiic«) n(/)ii(f")... n(/)n(,-)... 

Simul autem in ipsa A^ terminos omnes invenis, qui conditionibus assignatis 

satisfaciunt. 

Observo, ubi formas pleniores adhibuissemus 

t: = a'x + ff 1 y + a"x^ -{- ci\xy -{- a^y- ~\ , 

u = l,'x-]-h,i/-\-b"x''-\-h\xi/-\-bj!/^-l , 

formulam nostram generalem 



■ [a^,y)- 



adhuc locum habuisse, siquidem expressio 



ad dignitates descendentes elementorum a', b^ evoluta fuisset; tum vero C/ 
e pluribus seriebus infinitis compositam fuisse, quae ex evolutione expressionis 



(a'a^ + ai*/)"' (biij + b'xj" 
ad descendentes dignitates ipsarum a', bi instituta, ortum ducunt. Quas in 
commentatione „Exercitatio alffebraica circa discerptionem singularem fractiomim 
etc.^'- (cfr. T. III p. 67 — 90 hujus editionis) vidimus omnes summari posse 
per fractiones, quarum denominatores eiusdem quantitatis A = a'b^ — a^b' dig- 
nitates sunt. Cui igitur summationi per transformationem aequationum pro- 
positarura indicatam, qua in terminis primae dimensionis altera variabilis 
toUitur, omnino supersedemus, et via directa expressionem ipsius Cj'"' in ter- 
minis iinitis obtinemus. Ceterum idem assequeris , ubi loco x, y variabiles 
£, u inducis, ponendo 

X = b,i — «jU, y = a'ü — h'i, 
unde termini lineares fiunt 

a'x-{-a^y = AS, &'a;-j-&^y — Au. 
VI. 7 
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Docet formula nostra generalis (41), termini generalis evolutionis quaesitae 
functionem generatricem esse 

cuius formulae ope facile etiam totius seriei , qua fix, y) exprimitur , func- 
tionem generatricem assignas. Ubi enim evolutio quaesita nonnisi positivas 
dignitates ipsanim #, u continet, tribuendo numeris p, q valores omnes a 
usque ad co obtines 

(«) Hx, y) = [f(x, y) fl^yl-^L^.. . 

Quoties vero evolutio etiam dignitatibus negativis ipsaram ?, u affecta est, 
poni debet, quae formula etiam illum casum ampleotitur, 

(44) rt«,,) = [rt.,,)(xr.-x.n(^+^)(7^+^)]^_.^_,, 

ubi e more nostro per expressionem 

denotamus seriem utrimque inlinitam 

V ''»' 

tribuendo numeris ^, q valores omnes a — co ad -|-co. {Conf. comm.supra cit.) 
Posito f[x,i/) = it?""^", fit e (44) 

(40) .-y = [(XT.-z.r)(xb+?i)(T^+l^)L.„^„.,- 

Inventa seriei quaesitae functione generatrice, id commodi nacti sumus, 
ut iam eadem expressio omnibus modis accommodari possit, quibus evolutio- 
nem functionis radicum ordinäre placet. Sint enim coefficientes aequationum 
propositarum X— ?— 0, Y — «=0 et ipsae functioncs aliarum variabilium 
c, w, ubi functionem radicum, quac et ipsa variabiles v, w involvit, (p [x, y, v, w) 
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seeundum dignitates ipsarum v, w evolvere placet, evolvatur functio generatrix 
secundum has ijisas variabiles; quo facto, ubi terminus generalis illius evo- 
lutionis est 

in quo P, * solas variabiles oc, y continet , erit terminus generalis evolutionis 
quaesitae 

TP*'"] .v^w\ 

Quae est solutio problematis maxime generalis, datis aequationibus 

9 («- y^ w, Mj) = , i^ [x, y,v,w) = , 

functionem f{x^ y, v, w) in seriem secundum dignitates ipsarum w, w progre- 
dientem evolvere. 

Sint series, quibus radices x, y exprimuntur, 

quibus loco «■, y in formula (45) substitutis, obtinetur aequatio identica 

quae docet aequatio, in evolutione expressionis 

ad dignitates ipsarum ^, y ordinata, terminnm generalem esse 

quae expressio perinde ad valores omnes positives atque negativos numerorum 
m, n pertinet. Tribuendo igitur numeris m, n valores omnes a — qo usque 
ad +CO, eruimus aequationem identicam memorabilem 

(XT.-x.r)(^L^+^)(-j^+^) 

\x-T^ T-xJ\y-U^ ü-yJ 
Propter correlationem, quae inter aequationes X — t = 0, Y—u = et aequa- 
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tiones T—x= 0, Jj—y^ obtinet, qua efficitur, ut ex illis hae, ex his 
iUae sequantur, in theoremate modo invento elementa a;, y, X, F cum elementis 
t, u, T, U permutari poterunt; quod ut ex ipso theoremate appareat, haec 
adnoto. 

Sequitur enim e formula tradita (46) haec: 

Secundum ea autem, quae iam in commentatione supra citata observavi, 
expressionem quidem huiusmodi 

non pro evanesccnte habemus, sed pro symbolo certae cuiusdam evolutionis; 
eadem autem expressio, ducta in a? — T sive in potestatem altiorem ipsius 
0! — T, evanescet. Eodem modo expressio 

ducta in expressionem eiusmodi {x—Tf{t/—U)", in qua m, n numeri positivi, 
evanescit. Hinc ubi ^'V — y ' y " '*'^ dignitates ascendentes ipsarum x — T, 
y — C evolvimus, reiici poterunt dignitates et producta ipsarum x — T, y — C/, 
nee remanebit nisi terminus primus evolutionis, sive in expressione 



" \x-T^ T-x)\y-ü'^ U-y) 



X' Y, - X, Y- 

'actore - „,„ - _ Y ~ y ~ ^'^^'^ ^' V substitui poterit ÜT, JJ. Jam vero , posito 
■ T, y = U, fit X == f, F — m; unde, posito 



dt - -^ • ö« - -'" 


dt du 


differentiando secundum i, u eruitur 




X'T'+X,B' = 1, 


YT+Y,U' = 0, 


X'T,+ X,U, = 0, 


Y'T,+ Y, U, = 1, 
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y, ^ P", y. ^ -CT' 

T'U, - I,U' ' T'U,- T, V' • 

~ T T 

'^' " T ü, -T,V' • ^' ^ ~T' h\ ~i\ir" 

E quibus formulis sequitur, ubi sit ^ ^ T, y ^^ JJ, fore 

Cuius aequationis ope obtinemus formulam 

quae etiam e theoremate proposito (46) prodit, elementis x, y, X, Y cum 
(, ?(, T, ü permutatis. Quam igitur ipsum theorema docet locum habere 
posse permutationem. 

Kestat, viX formula (46) 

(XT.-x.y)(^^+^-)(r^+¥^)=(i;^+Tb)(^+TJ^)' 

quam pro theoremate canonico in hac quaestione habere possumus, ex ipsa 
natura evolutionum instituendarum, inter quas illa identitatem sistit, compro- 
betur. Supra quidem in quaestione de reversione serierum sive resolutlone 
aequationis singularis facile succedit idem, quia ex expressione f{«!)—f{y) 
factor 0?— y extrahi potuit; quomodo vero in systemate duarum aeqnationum 
simile quid praestari possit, non ita statim patet. Quae tamen accuratius 
perpendenti hunc in modum succedunt. 

Ponatur X = f[x, y), Y = ^{x,i/), ac consideretur expressio 

{f{^,s)-fit,u) '^ f(t,u)-f(x,y) )\Mx,y)-f{t,u) + '?{t,u)-'9(x,y)} 
Quae expressio evolvatur ad dignitates descendentes ipsius A, ita ut 
— , .. .-^ , , dignitates nea-ativas unius elementi >r, reliquarum positivas 

1 „ « -, „ t, 

f{t,u)-f{x,y) 

l „ „ ,> » V, 

i >, „ . >, u. 



Hosted by 



Google 
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contineant. Quibus conditionibus singulas expressiones evolvendi modus 
omnino definitus est. Jam poni poterit 

^{x,y)-'?(t,H) = C{x~t) + D{y-u), 

designantibus A, B^ C, D t'unctiones integras positivas elementorum x, y sive 
series infinitas, in quibus noimisi positivae integrae dignitates elementorum 
X, y inveniuntur. Quibus observatis, e praescripto evolvendi modo fit 

f{x,y)-f{t,u) ^ f{t,u)-f{x,y) -^-^H-i^'* 2'> ( (^-O-^^ +^^^> 

quibus in summis numeris p, q tribuuntur vaiores omnes a usque ad co. 
Vix opus est, ut repetam, e notatione, de qua convenimns, series, quas per 

^^T ' ^hT Tepraesentamus, eo inter se differre, quod altera secundum 

negativas ipsins x, altera secundum negativas ipsius t dignitates procedat. 
Unde expressionem 

1 I (-1/ 

non pro evanescente habemus, quae tarnen, per dignitatem ipsius x — t altio- 
rem quam ^*°'" multiplicata , evanescit. Eodem modo expressio 

(y-»r' + (»-!,)•+■ ' 

per dignitatem ipsius ^— M altiorem quam 9*™ multiplicata, evanescit. Unde 
in summa 



■ B'O' 



"-9!— f„_„r «-rf r ' + (-')' Y ' . (-1)' N 

" (f(»^,?)-/ft«) + 7ftiFftJr9y)(?¥,s)-o((,«) + o{f,«)-r(»:,j,)) 

evanescent termini omnes , in quibus sive p > q sive q ^ p, quibus reiectis 
nonnisi remanent, in quibus p = q. Unde expressio proposita fit 
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sive*) 

Jam ex iis, quae supra observavimus , ubi -j y._ „ ^ ad dignitates positivas 
ipsarum x—t, y—u evolvimus, terminum primum eius evolutionis sive a digni- 
tatibus earum vacuum in locum eius factoris ——1^ aubstituere possumus. 
Patet autem ex aequationibus 

'^{x,y)^<^{t,u) = C{x-t)-YI){y-n), 

ubi loco /, w scribimus x—[x—t), y—{y—vt], atquc /'(^,m), ^if^'ti) secundum 
dignitates ipsarum x — t^ y~u evolvimus, terminos a x~t, y—u vacuos in 
evolutione ipsarum A, B, C, D fore respective f'{x), f'{y), <f'{^}, '^'{y); unde 



quo facto üt 

In hac aequatione loco ^ u ponamus series T, (7, quibus loco .r, y in f[Xi J/), 
^(ir, y) substitutis, iit 

f{I,U) = t, y(r, £7) = »1 



*) Theorema, quo hie pervenimas, 

\Ä{x-t) + B(y~u) + ^((-a:) + if(M-y))(l>(2/-M) + C(:c-i) + !>(«-!/) + C(f-a^) ) 

^ AD— BÖ \ß^ "*" i^)(j^^^ "^ "iP^) 
alio modo in commentatione supra oilata probatum est. 
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ubi insuper ponitur f{3C,y) = X, '^[x,y) = Y, formula antecedens in sequen- 
tem abit : 

quae per X.'Yi — XiF' multiplicata theorema probandum suggerit. 

Methodi a nobis traditae non eo casu circumscribuntur, quo evolutio 
quaesita e solis dignitatibus ipsarum t, u constat , quem unum hactenus con- 
sideravimus. In genere autem per artificia particularia reliqui casus ad illum 
revocantur. Ponamus e. g., evolvendam esse functionem logirlogj/, quae 
babebit evolutio formam 

log tlogu-\-A\ogt-{-Blogu-\-C, 

designantibus Ä, J5, C series ad solas dignitates ipsarum t, u progredientes. 
Jam ex aequationibus propositis t = X, u — Y sequitur 

loga; logy = log^ ^°^^ "" logtlogu + logt log-|= +logM log-J -|-log-|r log^, 

qua in expressione log-^, log^ ad solas dignitates ipsarum x^y, ideoque 
etiam ipsarum t, u evolvi poterunt, ideoque in casum anteriorem redeunt. 
Unde e formulis propositis obtinetur 

^ [X'Y,-XX r 1 , 1 \, a;"! T X 

^ - [-^^^-\-x^ + -r:x)^''^xl-,^., = ^°s j, 
c^[(X'F.-x,roiog|iogX(_L^ + _^)(_L^ + _^)]^_^_^=i,g|iogf 

Quae obiter monuisse sufficiat. 

Formulam generalem supra traditam 

, x'r,-x,r'-i 



Cf = imy)- 



per formulam (U) lemmatis II etiam hunc in modum repraesentare licet: 
(47) c'" - r f' - ^'f - ^'f' 1 
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siquidem f = , { , f = -J-, f ^ J- . De theoremate sub illa forma pro- 
posito facile etiam decurrit, quod lU. Laplace oiim de resolutione aequa- 
tionum 

X = t + ci.<f{x,y), y = u-{-^'^{x,y} 

invenit. Ponatur enim x = f-f-^i 2/ =« + ^5 aequationes propositae in sequen- 
tes mutantur : 

Quoties iam functio fix, ^) = f{t-\-Z, u-\-o) in seriem secundum dignitates 
ipsarum a, ß progredientem evolvenda est, cuius terminus generalis 

fit e formula antecedente 

brevitatis causa loco ^(i+S, w-|-u), ^{t-\-^, m + u)» /'(* + ?, « + u) posito tf, f{(, /". 
Quae e theoremate Tayloriana fit 






in qua formula cp, ({j, / designant functiones 9 (a?, _y), ^ (a?, y), /'(it, y), atque post 
diiferentiationes exactas ponendum est x = t, 1/ = u. Quod cum theoremate 
ab 111. Laplace tradito convcnit. Aequationes enim, quas üle considerat, 

posito x = F{xi), y — n(y,), revocantur ad formam a nobis adhibitam. 

Observo adhuc, datis aequationibus tf{x,^, t, u) ^^ , ^[x,i/, t, u) = 0, 
ubi X, y ut functiones ipsarum t, u considerantur , differentialia functionis 
f{x,y, t, «), secundum (, m sumta, per formulas nostras generaliter inveniri. 
Ponamus enim, loco t, u posito t-{-hf M-j-i, mutari iC, y in x-\-H, y-\-I, unde 
aequationes propositae fiunt 

rp{x + H, y-\-l, i-\-h,u-\-i) — f{x, y, t, u) = 0, 
f^{x-\-H,y + I,t^-h,u^i)—^{x,y,t,ti) = 0, 
YI. 8 
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in quibus H", I ut incognitas sive radices consideramus. Quarum functionum 

f(x-^H, y-{-I, t4-h, M-j-i) per methodos siipra traditas in seriem evolvere 

possumus. Quibus ad dignitates ipsarum h, i ordinatis, ubi terminum gene- 
ralem invenis &fk''i'', erit 

^<;i=^^ = nwnö)cr- 

dt' du' 
Pauca adhuc de systemate triura aequationum inter tres variabiles proposita- 
rum adiiciamus. 

De resolutione trium aequationum inter tres variabiles propo- 

sitarum per series iixfinitas. 
Propositis aequationibus 

Q :^ ax -\-by -\- C£i-\-dx^ -{- ex^-\ , 

T = a'x-\-b'^ + c'e-\-d'x'-\-e'x^-\ , 

= a"x-\-h"y-\-c"e-\-d"x*-\-e"xt/-\ — ■, 
transformo eas in alias hujus formae 

s = Ax-i-ax' + ^,xy-\--if-\ , 

t = Ay + aV+ß'a;y + T:yH . 

in quibus 

s = (l>-c" — b"c')^-\-ib"c — lc")--\-ihc'~7}-c)M, 

t = {c'fl" — c"a')o-|-(c"a — ca")T+(co' — c'a)u, 

u = (a'i"—a"b')^ + (a"b — ab")x-\-{ab'—a'b)a, 

A ^^ a{b'c" — b"c')-\-b{c'a" — c"o') + c(a'&" — a"b'). 

Jam ubi radicum x. y, z functio f{x, y^ s) in sexiem evolvenda est, cuius ter- 

minus generalis C,,^^^rS^ t'' u , ipsam Cp^,,,. ope lemmatis HI ita invenio: 

Posito 

X — Ax-\-ax^-\-^xy -^--iy^ + ■ • ■, 

Y = Ay -}- a'x* +<^'xy -\--iy ^ , 

Z= A^ + a"x^ + ^-xy-\-iy-\----, 

V — Mf'lZ^ — ^-^'l-L-^f-^-^— — ^"14- ^^(^'^^Z öY dZ \ 
dx \dy ÖS ds dy J dy \ öä dx öx Hz J 6s \ dx dy dy dx J' 

et evoluta expressione X"'Y'*Z''V ad dignitates descendentes ipsius Ä, vidi- 
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mus ia lemmate III in evolutioue illa coefficientem termini ■ 



1 



xys 



msi Sit m = n := p ^ — 1, quo casu terminus 
Jam, ubi 

fieri debet identice 

unde e lemmate citato 



nanciscitur coefficientem 1. 



(49) 



a,. 



A contineat, observo, si 
: ^ Z formas pleniores 



LjY Z /j •'x^y '■2. 

Expressio C^^^^, cum dignitates negativas ipsius 
loco aequationum transformatarum s =; X , t ^=Y, \ 
adhibuisses, quas initio proposuimus, expressionem illam 0^.,,^; quam formula 
(47) suppeditat, e pluribus seriebus valde complexis compositam i'uisse, quae 
ex evolutione dignitatum negativarum ipsius A proveniunt. 

Totam seriem, ubi e solis positivis ipsarum s, f, u dignitatibus constat, 
inveois 



(50) 



f{x, y, 11) -. 



L(X-s)(r--0(2-«)V'j,-^'' 
quae formula id commodi habet, quod aliis quibuslibet modis se accommodet, 
quibus evolutionem fuuctionis /'(x, y, z) ordinäre plaeet. 

E formula (18) lemmatis III formulam pro Cj,^,,r inventam etiam hunc 
in modum repraesentare licet: 



(51) psrC^,,,, 



1 6Y 

X** öa; ö*/ ÖS 









Z-" dX- 









1 öY- 



ÖZ-" 
dy 



d^ a?/ 
° aa: a^; 

dl/ dx 



X'' öx öy ' Y^ 

Ouius formulae ope theorema ab III. Laplace de resolutione trium aequa- 
tionum inter tres variabiles propositarum olim exhibitum facile probatur. 
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Datis enim aequationibus 

c = M + Y-KE,»,:), 

quam ille formam adhibet, ponatur 

Z = s-i-x, -j — t-\-y, C^M + 'ä', 

unde aequationes datae in has abeunt : 

X 

^ f{s+x,t-i-y,u + ^)' 
g 

Jam ubi ponitur esse 

e formula (51), poncndo X=y, Y = -^- , Z = —^ ^ *^^ adhibita pro notatione 
nostra vulgari differentialium notatione, prodit 



(52) 



C'p,,,r = 



n(p)n($)n(r) dxv-^diß-^dz' 



+ 1fW'' lili + f -ii'W + * ^'öfi 

^ ö«/ L^ ' dsdx^^ 00 dx^' dx ds } 



dy I 



L' ^ öxdy^' dx dy ^ 



et loco f{x,y,z), ^{x,y,s), ^{x,i/,z), F{x,y,z) simpliciter scripsimus f, tp, 4") ^) 
et poat difEerentiationes exactas ponendum est x = *, y — ^ s = u. Quam dedit 
111. Laplace formulam in commentatione supra citata p. 120. Aequationes 
enim, quas ille adhibet, formam tenentes 
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ponendo i = 11(5'), u = ^("')5 C = 2(C) in formam supra adhibitam redeunt. 
Nee non ubi, datis aequationibus 

f{x, y, s, f,u,v) = 0, 



^{x, y, IS, t, u, 
X, j/, z ideoqiie etiam functio F[x^if, 



i.)- 0, 
v) = 0, 
u, v) ut functio ipsarum t, u, e con- 



sideratur, atque ea suppositione facta differentialia partialia ipsius F secun- 
dum t, M, V sumta eruenda sunt, expressionem 

per formulas nostras generaliter exhibere licet. 

Quae aatem hactenus de dnabus, tribus aequationibus inter duas, tres 
variabiles propositis protulimus, eadem facilitate ad numerum quemlibet 
aequationum et variabilium extenduntur. 
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Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 11 p. 307. 

Quoties variabilibus x, y valores omnes positiv! tribuuntur inde a 
usque ad -|- °°i posito 

x-\-y = r, X = rw, 

variabili novae r valores conveniunt omnes positivi a usque ad +co, va- 
riabili w valores omnes positivi a usque ad 4-1- Fit simul 

dxd^/ = rdrdw. 
Sit iam e notatione nota 



r(») ^J" 



-x'-'dx, 



r{<.)r(S) = ffe-—x'-'ii'-'dxd!/, 

variabilibus x, y tributis valoribus Omnibus positivis a usque ad +00. 
Posito autem 

x + y^r, X ^rw, 

integrale duplex propositum ex antecedentibus altero quoque modo in duos 
factores discerpitur 
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r{o)r(S) = f'e-'f'^-'dr j"w'-'(l—w)'-'dto, 
unde 

Quod est theorema fundamentale, quo integralium Eulerianorum, quae 
iU. Legendre vocavit, altera species per alteram exhibetur. 

23. Aug. 1833. 
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Grelle Journal iüs die reine und angewandte Mathematik, Bd. 12 p. 263—272. 



Series semiconvergentes, quibus Geometrae ante hos centum antios com- 
putare docuenint summas, quae magno vcl infinite numero terminornm con- 
stant, eo maxime se commendant, quod signis altemantibus procedere soleant; 
ita ut series usque ad m*°" et usque ad (»+1)'°" terminum computata, alter 
eius valor maior, alter minor sit valore summae quaesito. Unde cognoscuntur 
limites, quos excedere non potest erfor commissus, si in certo termino seriei 
summatoriae computationem sistis. l'requenter illud observatum, tantum ca- 
sibus specialibus, ni fallor, demonstratum est. Quod quoties locum habet, 
tuto ac legitime ad calculandum summae valorem numericum seriei uti licetj 
quamvis constet post certum terminorum numerum eam fieri divergentem. 
Hinc operae pretium videtur, paucis demonstrare, quomodo, quae est obser- 
Tatio precaria, ad certam et accuratam regulain revocetur. 
Nota est formula 

in qua positum est 



Posito — Ä loeo Ä, simulque — Hoco ^ formula illa abit in hanc : 



n{n) = 1.2.3. ..n, /"'(a;) - -^^^- 



*) C. Maclaurin, ireatise on fluxions, p. 673 §. 828. 
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«;=-») = tW-fWi + f {a:)^-... + (-l)-<,'-'(ä;)j^ 

(2) ■ , 

Sit 

■fw = yvw«'^, i,{x)-i,(x-h) = <f{x), 

ac supponamus, esse x—a multiplum ipsius Ä, quod in seqnentibus semper 
positivum accipimus, erit 

(3) p(a + i) + T(a + 2*)+--.+y(») = t(x)-^,{«) = i(x), 
quam summam generaliter designemus per 

I>W = 9(« + *) + v>(a+2S) + T(a + 3*)H |-?W, 

excluso valore iniimo 9(0), incluso extremo cp(a;). Qua adliibita notatione, est 

e (3) 

(4) S>W = *(») =y>W<ia:. 
Habetur autem e (2) 

(5) 



cum sit 



ac generaliter 

erit, divisione simul per h facta, 

Si in hac formula loco x ponimus a + A, a + 2Ä, ö+3A, ..., ic, atque sum- 
mationem instituimus , obtinemus e (4) 
VI. 9 



Hosted by 



Google 
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h 



(7) = s:l«-)-rw4+rw^---+(-irV'"'w,^ \ 



Sit iam, evolutiotie facta, 
multiplicatione facta per 

e ' - "+ n(2) + n(3) + n(4) "' ' 

nanciscimur relationes sequcntes, quibus coefficientes a„ aliae post alias de- 
terminantur, et singulae quidem ex antecedentibus biiiis modis diversis, 

n(3) »n(2)^ ' 
n(4) ^u{3)^n(i) 

n{5) "ncij + iics) = 

(9) J ,_i_i J ?t = o 

n(6) »n(6)^nc4) n(2) 



^no™» + nr9«i,— 11 nf!^m— 31'' ''^ ' 



ii(2«.+i) *n(2.») "•" n(2«i-i) n(2»!-3) 



+ ... + ,_l)-+.^ = 0. 



n(2™+2) ''ii(2i»+i) "'" n(2»i) n(2»>-2)^ ^- ' um' 

Harum relationum beneficio fit, ut, si in formula (7) loco f(x) ponimus 
atque simul loco n ponimus 
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w, «—1, n — 2, n — 4, . . ,, n — 2m, 
jnstituta additione, in altera aequationis parte sub signo summatorio, quod 
extra signum integrationis invenitur, abeant termini ducti in 

rix)h, f"(x)h\ r(x)h\ ..., f^"'-^'\x)h""+\ 

TJade, si statuimus 

H = 2m + 2, 

post factam additionem indicatam evanescit summa integra, quae in altera 

parte aequationis (7) extra signum integrationis invenitur, excepto termino 

primo "X^fi^)-: atque prodit formula memorabilis 

(10) 

posito 

n(2m) "2 n(2m-2) 

"•" ä n{2m-i) 1"^ ' ■" n(2) 

Seriem ad laevam aequationis (10) Cl. Maclaurin olim ad valorem 
summae X^/'{«') computandum proposuit. Aequatio nostra insuper errorem 
assignat commissum, si in certo termino seriem sistis. Qui error cum per 
integrale definitxim exprimatur , plerisque casibus de magnitudine eius indi- 
care licet, 

Numeros a^ notum est omnes esse positives. Facta enim integratione, 
sequitur e (8) 

sive, expressione e^ — e~^ in factores infinites resoluta, 

(13) .„.i'_ja,i'+j.,i'_... = x:iog(i+^), 
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ipsi p tributis valoribus 1, 2, 3, . . ., usque ad infinitum. Hinc habetur 

Unde facile etiam assignas limites, quibus quantitates a^ includuntur. Ha- 
betur enim 



sive, cum sit 






unde 

(15) —^ < 

Qui limites facile, quantum placet, arctiores redduntur. 



M^Mi-^)]- 



3. 
Accuratius examinemus expressionein r,„ . Quae, posito 

^am+a ^a™+i ^2« ^2™-2 ^a 

W i<i,rt-iW = Tr(2i+^ + *Tl{2»i+I)+°'n(S5~°'II(>i^"' K"')" " 11(2)' 

fit 

(W) ^. = *'■"'=<..„ (t)- 

Notum est, et facile e (10) demonstratur , designante x quemlibet numerum 
integrum, esse 

(18) >^..+it^) = ^on72i 



siquidem argumenti x incrementum h — \ statuimus. Casu vero nostro, quo 

t-h 
^ = —7—! 

atque per integrationem t valores omnes a usque ad h induit, erit x quan- 
titas fracta negativa, inter et — 1 posita. Quo casu non amplius detinire 
licet expressionem X2w+\^^) ^^ summam. Nihilo tarnen minus valct aequatio 
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(19) z.,,„^,(^+i)^z,,.,,,{^) + 



(^+ir 



quicunque sit valor ipsius x. Nam cum aequatio illa, designante x integrum, 
e (18) sponte pateat, ideoque pro diversis ipsius x valoribus innumeris valeat, 
identica illa esse debet. Statuto autem x = ~ , et multipHcatione per 



unde 

^ ' ÄII(2/«+2) ^ n(2m + l) ^ > n(2ra) « n(2)»^2) ^ ^^ ^■' '''" n{2) 

Qua expressione ipslas T„ collata cum superiore (It), videmus, ita compara- 
tam esse ipsam T^, ut, posito h — t loco t, immutata maneat. Habetur igitur 

(22, ^.. = *"*X,..,.(^)='''-*Z.*(-|) 

sivc 



Quae abunde nota sunt. Et constat, facile exprimi ipsum T^ per solas digni- 
tates pai-es ipsius #—-„■, quae, posito h — t loco t, non mutantur. Quam ob- 
tinent expressioncm per formulam, quae sponte patet, 

(23) Tß{xm - Ts^{x+ih), ^Ä]-x:[/'(^+iÄ), h], 

ubi per signum X[/'(^)' ^1 intelligo, argumenti x accipiendum esse h incre- 
mentum. De qua formula, posito 

^^'^' „ t-h 



fix) = 



obtines 



Il(2m+l)' ' h 



(24) 



4n(2».+2) »"' n(2«o +""' rr(2i»-2) 
((--IT»"'- 
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70 DE USÜ LEGITIMO FOßMULAE SUMMATOßlAB MACLAUßlNIANAE. 

Addo, cum T„„ positoÄ— Hoco t, iion inutetur, theorema nostrum (10) etiam 
ita exhiberi posse: 



In theoremate nostro (10) seu (25) cum valores ipsius t tantum inter 
et A positi considerentur , iam demonstrabimus , in quo cardo rei nostrae 
vertitur , pro omnibus illis valoribus ipsius / ipsum r,„ Signum non mutare. 
Quam ita adomare licet demonstrationem. 

Habetur 

1 1— e 1— e ] ^ " " 

Quae, designante x integrum, sponte patet evolutio e (18), cum sit 

ipsius w incremento = 1 posito. Unde cum aequatio (26) pro innumeris 
ipsius X valoribus valeat, pro natura functionum x(*)' 1"^^ ^^^^ rationales, 
integrae, finitae, eadem pro quolibet ipsius x valore valet. Sit iam 



(27) 



1-e" e'-e''' ^ {l-e")(l-e") 
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Unde fit e (26), si expressionem hanc in factores infinitos resolvis, 

siquidem in producto praefixo 11 denotato ipsi p valores 1, 2, 3, . . ., oo tribuis. 
Ponamus 

erit expressio sub signo multiplicatorio in (28) 



(29) ^ '^ 



: 1+(1-. 



1 + 2xx'y-\-xx'{2-\-xx')-^—. 



Quae expressio evoluta in seriem secundam dignitates ascendentes ipsius 
y seu ( — s^) , coefficientes omnes habet positives , si a? it?' positivum est. Quo 
casu igitur etiam productum H, e factoribus (29) conttatum, si ad dignitates 
ipsius {—z^) cvolvitui', coefficientes omnes habebit positivos; sive cum in 
expressione (28) productum 11 adhuc ducatur in — xx'z, coefficientes expres- 
sionis illius evolutae, 2)r [x — 1), erunt positivi, si m est impar, negativi, si 
m est numerus par. 

Fit autem xoo' — ir(I — ü;) positivum pro iis valoribus ipsius x omnibus, 
qui sunt inter et 1 positi, neque pro ullis aliis. Unde 

„erit ^ (a? — 1) pro valoribus ipsius x omnibus inter et 1 positis positivum, 

„si m est numerus impar, negativwm, si m est par.^'- 
Unde, cum, posito x ^= -j-, sit / inter et Ä, si o; inter et I , sequitur e 
(17), incremento h semper positive accepto, 

„pro omnibus ipsius t valoribus inter et h positis, esse T^ positivum, si m 

„Sit numerus impar, negaüvum, si m sit par.'-'-K 

5. 

Et hinc profecti sine uUo negotio iam de formala nostra ( 1 0) deducimus 
hoc theorema : 
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72 DE USU LEGITIMO FOKMULÄE SÜMMATOEIÄE MaCLAURINTAKAE. 

Theorema. 
,. Proposita summa 

K m = /■(« + *)+/■(»+ U)+f(a+3h) + --- +f{x), 

.,quoties expressio 

„pro valorihus omnibus tpshis t inter et h positis neque in infimtum ahit. neque 
„Signum mutat: eoccessus seriei summatoriae usque ad {m-\-if™ terminutn productae 
,, super valorem summae propositae 

„idem Signum habet atque 2^/ {x— t), si m est numerus impar, Signum con- 
„trarium, si m est numerus parJ"' 

Quod est de re, quae satis vagis ratiociniis tractari solet, theorema rigo- 
rosum et accuratum. 

Vocemus jS,„ valorem seriei Maclaurinian a e usque ad (m-f-2)'™ ter- 
minum pioductae : 

s„, =[ix j^ + irw + «,rws -«,rws' + ■ ■ ■ + (-1)"+' .,./"■" wj."-'! . 

Sequitur e tlieoremate invento hoc : 
„Bi utraque expressio 

„pro valoribus omnibus ipsins t inter et h positis neque in infimtum abil neque 
„Signum mutat, idemque utnque signum suppetit, summae propositae "^ f[x) va- 
„lor inclusus est inter «alores S^_i et S^." 
Idem extenditur ad casum generaliorem, quo indicum m differcntia est nume- 
rus quilibet impar. 

Facile patet, esse generaliter 



(30) 



/ f(x)dx= I "^"'fix — tjdt. 
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DE DSU LEGITIMO FORMULAE SUMMATORIAE MACLÄÜEINIANAE. 73 

Unde, si X^/" "^\'^—t), qiioties t inter et h, neque signum mutat neque in 
infinitum abit, idem etiam signum erit integrali 

J'f '-"*'« {x)äx; 
pon'o e theoremate invento idem signum est expressioni 

(-i)"+'[s.,-5:7(«)i- 

Hinc habemus theorema; 

,fSi '^' f " ' [x~~t), quoties t inter et h, neque signum mutat neque in 
„inßnitum abit, excessus 8,„ — X f{^) signum contrarium habet atque terminus 
„seriei Maclaurinianae, qui ipsam 8^ proxime continuat. 



(-i}-,.,+..£f<'-+"(^)d 



Casibus, quibus prae ceteris applicatur series summatoria Maclauriniana, 
conditionibus antecedentibus stabilitis satisfieri solet. Quibus igitur casibus 
de erroris limitibus tibi constabit, atque seriei tutus et legitimus usus erit. 

Corollarium. 
Apponam summas dignitatum imparium numerorum naturalium sive 
functionum n(2m + l)^ , (a;), expressas per quantitatem 



Fit 



•Zlx^ = i»'(«'--i« +1), 

I.W' = 1m«{m*_4m» + ^m^-10m +5), 
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74 DE USD LEGITIMO FOBBIULÄE SUMMATOEIAE MACLAURINIANAE. 

Quae expressiones maxime in inferiormn dignitatum snmmis eo se commen- 
dant, quotl earum terminorum numerus duobus minor sit atque vulgaiium 
formularum. 

Ad continuandas expressiones observo, si 

^•^""' = ■^["'"'-».»'"'+».«'"•-■■■+(-1)'"' »'-■«']. 

^«*"'"= 17 t u'-b,u''' + b,u'-'~..-+(-l)' i,_,u>], 
habcri 

2p{2p~l)a^ = {2p^2){2p — S)h^—p{p—l), 
2p(2p~l)a, =^ (2^_4)(2i> — 5)&,-{p— l)(p-2)öj, 
2p(2p — I)aj ^ (^2p — 6){2p — 7)h^~(p^2)(p — 3)b^, 



2p (2p — 1) ßp_3 = 5.6 öp_3 — 3.4 b^-i , 
= 3.4 6j,_2 — 2.3 6p_3- 

Harum rclationum ope , cognitis «,„, coeffieientes b„, aliae post alias 
computantur. Calculus et retro institui potest, cum co(5fficientem postre- 
mum eundem habeas atque in forma vulgari, quae secundum dignitates ipsius 
X procedit. 

Expressiones similes summarum parium dignitatum obtines ex ante- 
cedentibus differentiando , cum sit 

^ 1 älTx^^' 



2p + 1 dx 



Kelationes antecedentes inter quantitates a et b facile e noto theoremate 
inveniuntur, quod summa numerorum naturalium ad dignitatem imparem 
elatorum bis differentiata , reieetaqae constante et per constantem divisione 
facta, prodeat summa numerorum naturalium ad dignitatem imparem proxime 
minorem elatorum. 

Ex iisdem relationibus ipso conspectu demonstratur , expressiones pro- 
positas, sicuti in exemplis appositis vidcre est, alteinantibus signis procedere. 
Quippe quod, ubi in ulla valet, e natura relationum istarum etiam de sub- 
sequentibus omnibus valebit. Unde quoties m est quantitas negativa, expres- 
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DB TISU LEGITIMO EOEMÜLÄE SÜMUATOEIAE MÄCLAURISJAHAE . 75 

sioniim termini omnes signum idem habent, quod e signo dignitatis supremae 
determinatur. Hiiic petitur demonstratio nova magis elementaris theorematis 
supra propositi, expressionem T,„ pro ipsius t valoribus omnibus inter et Ä 
positis signum idem servare, 

Eesidui seriei summatoriae Maclaurinianae expressionem a nostra 
diversam dcdit ill. Poisson in commentatione egregia „Sur h calcul num^- 
rique des Integrales dißnies'-^ (Memoires de TAcademie des Sciences de Paris, 
Vol. VI pag. 571 sqq.). 

D. 2. Junii 1834. 
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DE PRACTIONE CONTINUA, IN QUAM INTEGRALE /""e 



EVOLVERE LICET. 



Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 12 p. 346— 347. 



Integrale propositum, cuius in refractionibus coelestibus aliisque quae- 
stionibus usus est, ill. Laplace {Trait6 de M^canique Celeste, T.IV, L.X) 
in fractionem continuam evolutum dedit sequentem, posito q = „— s 



(1) 



^^1+42 



Demonstratio tarnen viri, cum per series divergentes procedat, hodie vix pro- 
babltur ; quae hoc modo accuratior redditur : 
Statuamus 

(2) V = e^"^ f e~^''dx, 

habemus difFerentiando 

(8) £ = ^"~1- 

Qua aequatione iterum n vicibus diiferentiata , prodit 

.,, d"^'v „ d"v , , d"~'v 

^ ' dx"+' dx" ^ dx"-' 
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sive, posito 

_ 1 ä"v 

"«- 1.2.3...n ^a;»' 



(5) 
fit 



Porro posito 



fit e {6) 
Unde profluit 



:1 + 1^=1 + - 



2g ^3 



seu generaliter 



1 + 



2« 

1+ ■ 






(9) 



j/j — 2a;e** / e"^"") 



fc+, = (-i)V 



da; = 2a;v, 
2.3...« d^»* 



111. Laplace asserit, valorcm quaesitum ipsius — semper contineri 
inter duos valores fractionis continuae se proxime insequentes; quod ut locum 
habere iiitelligatur, probare debcbat, quotientes neglectos 
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78 DE FEACTIONE CONTINÜA, IN QUAM INTEGRALE /"" e "' dx EVOLVERE LICET. 

idem signum serrare, Quod per evolutiones in seriem non ita facile probas; 
sed contigit, si differentialia ipsius v per intcgralia dcfiiiita exhibes. Habe- 
tur enim e (2) 

(10) V ^ e" r e-"ät = e" r e-'-''^''^\u = C dte-^U-^''- , 
unde 

(11) ^ ^ r dt{-2tTe-"e-'"'- = e''-^ f'"dt{-2tye-^'+^'>' 
dx Jq Jq 

sive 

(12) f^^i = (-2)-e- f"dl(t--x)'e-", 

unde etiain 

quae semper est quantitas positiva. Unde sponte fluit, quod probari debebat, 
quotientem neglectum et ipsum semper esse positivum. 

Reg. 30 Juni 1834. 
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DATO SYSTEMATE n AEQUATIONUM LINEAEIUM INTEE n IN- 

COGNITAS, VALOEES INCOGNIXARUM PER INXEGRALIA 

DEFINITA (« — 1)TU1'LICIA EXHIBENTUR. 



Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 14 p. 51 — 55. 



Designabo, uti saepiua, per exprcsaionem 

aggregatum omnium terminorum, qui ex uiio 

«j I «^2 2 ■■■(*„ „ 

proveniunt, indioibus omnibus aut prioribus aut posterioribus omnimodis in- 
ter se perinutatis, semissi terminorum praefixo signo +, alteri semissi prae- 
fixo signo — , lege signorum ita determinata, ut ex indicibus, aut posteriori- 
bus aut prioribus binis quibuslibet permutatis, termini positivi omnes in ne- 
gatives abeant , et vice versa. Cuiusmodi aggregatorum est notissima for- 
matio et tritissimus usus in resolutione algebraica aequationum linearium ; 
cui igitur rei non immoramur, optime olim ab ill. Laplace ante hos sexa- 
ginta annos expositae. lloc unum adiicis , in sequentibiin uos in aggregato 
assignato terminum 



positive sumtum aceipere, unde tota exprcssio prorsus detinita est. 
Porro designo per exprcssionem 
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aggregatum terminorum omnium, qui ex uno termino sub signo summa- 
torio posito proveniunt, si utrique simul indici -/, l valores omnes tribuis 
1, 2, 3, . . ., H. Statuo porro 



unde in expressione apposita texmini, In quibus -/ = l, sive qui in quadrata 
variabilium x.^ ducuntur, semel, reliqui omnes bis inveniuntur. Ponamus 
denique, radicali positive accepto, 



-^JT: 



dedi in Commentatione de integralibus multiplicibus {Diar. Grell Vol. XII, 
paff.64; cfr. T.III p.262 bujus editionis) formulam 



in qua integrale extenditur ad valores reales omnes et positives et negativos 
variabilium x^, cc-^, - - - , x^^_^ , pro quibus x^ valorem realem servat , seu pro 
quibus 

et S designat numerum 



S = 



-m 



2. 4. 6. ..(»—2) ^ 
si n par, aut 

^ ~ 1.3.Ö...Ctt-2) ^2/ ' 

si n impar. Numerum 2"~' loco 2", quod in loco citato legitur, scripsi, quia 
illo loco valor duplus integralis subintelUgitur. Porro supponitur in formula 
antecedente, valorem i 



esse positivum pro Omnibus valoribus realibus ipsorum x^, x^, . . ., 
Statuamus iam, datum esse systema n aequationum linearium 
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INCOGNITAEUM PER INTEGEALU DEFINITA [n — 1)tDPLICIA EXHIBENTUB. 

"u Sj + «1 . fc + "l.S »S H H »,,,!/. = »ii , 

»!,i Si + «s,! »a + »s,3 »1 H 1- %, !'. = '»!. 

(^' «SiS| + °S,s!'!+"s,d!'3H l-»3,,i'. = »S. 



»„,l!'l + »,r,!!'! + <'.,.!'3H H «,,.», = ».; 

Sit porro brevitatis causa 

I±a,,o„...<i„, = N. 

lam observavi in Commentatione citata pag. 20 (cfr. T.III p. 214 liujus edi- 
tionis), si quantitates a^^ omnes diversae siiit, valores incognitarum exprimi 
per differentialia partialia ipsius N ope aequationum 

elf , aw , ^" "^r 



(3) 



eN , eN , SN 

■iVV., = -^ — '«1 + ^ — 
^^ öa... 1 ' da,. 



Sy, 






,, ()J,V , UJ.V , VJM , I tJJ.* 

»!',. = ai;; •". + "S- •»> + öi- "'3 + • • • + ei;;; •». • 

Si vero ß. i =^ ß^x' ^*^ '^"^ formula (1) supponitui, differentiale partiale secundam 
a. j sumtum , quoties non x := X , obtinetur , si primum a.^ j_ et «j^ .^ diversae 
statuuntur, atque differentialia partialia secundum a_^y et secundum «j^,^ sumta 
iunguntur, ac deinde o^j — ^i^ statuitur; quo facto cum utraque differentialia 
aequalia fiant, casu quo o^^ = <"> x valor duplus emergit eius,- qui in formulis 
(3) iocum, habere tlebet. Hinc casu, quo «^^ " ^'j.x' 1"^ "^ antecedentibus 
supponitur, loco formularum (3) statuendae sunt sequentes : 

VI. 11 
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82 DATO SrSTEHATE U AEQUÄTIONUM LIKEAKIDM IHIEE « INCOGNITAS , VALORES 

(4) „ , dS , , dN , dN , , , dN 



„ , dN , , dN . , dN , , dN 

Harum formularum ope deducis e valore ipsius --=, quem formula (1) dedi- 
mus , has exprcssiones incognitarum : 



n ' <Jn J 



""^ x^(m^x^ + m2X^+ ■ • ■ + «^„^„) dx^äx^...d\_^ 






(5) » V-ff •' =«.(2<'.,il,«x)'"*" 






x^{m^x^ + »Wa«3+ ■ ■ ■ + »Jj, icj d3:j da:^ . . . dx ^_ 



Quae sunt expressiones quaesitae. 



Formulae (5) duplicem conditionem poscunt, et ut sit a. ■, = a-, ^, et ut 
expressio 

pro Omnibus valoribus realibus ipsarum x^, x^, . . ., x„ valorem positivum 
servet. Hinc systema aequationum linearium propositarum (2), quaram so- 
lutio formulis (5) exhibetur, tamquam minus generale considerari debet. Sed 
facile ad eas formulae generales revocantur. 
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Sit systema generale n aequationum linearium inter n incognitas 
£i, S2i ■ ■ ■ ) ^M propositarum 

^21^1 + ^22^2 H \-Kn^n = '»2 ' 

(6) 

^«,1 ■^i + ^«.a'^a H H ^,,„'ä'„ = »*„ - 

nuUa conditione de coSfficientibus adiecta. Statuatur porro 

^1 == ^1,1 h + *2,i % H h ö„.i y„ T 

^2 = ^^^i + *2,2i'3-^ ^Kz^J»' 



(7) 



^» = ^1.,. 2/i + ''2„> ^2 H h *«,« ^» ■ 

Quibus ipsarum Si, S21 ■ • -^ ^« valoribus substitiitis in (6), ponamus, obtineri 
systema aequationum (2). Unde generaliter habetur 

(8) «a = ».,, h,, + ».,2 »M + ■ ■ ■ + \» V ■ 

Qui ipsorum a^j^ valores tales sunt, ut utrique conditioni supra propositae 
satisfiant. Ipso enim intuitu patet e (8), fieri 

et habetur 

^ \ i ^v. h = (^,1 ^i + ^,1 ^2 -I ^ ^«,1 ^J' 

+ (^,23^1 + ^2.2*2 H 1- *«,2^«)' 



quam expressionem patet pro omnibus valoribus realibus ipsarum x^ ir^, . - ., if,, 
valores semper positives habere. Unde pro valoribus ipsorum a^^, quos for- 
mula (8) exhibet, formulis (5) tuto uti licet. Hinc, si insuper observas for- 
mulam notam seu probatu faeilem 

(9) 1± a,_,a,_,...a^_„ = (l±h,_,b,^,...h„J, 
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84: DATO ststemate n AEQÜATIONUM linearidm intek n incoqnitas, valokes 
habemus e (7) theorema sequens: 

Theorem a. 
„Sit propositum inter n incognitas z,, z^, . . ., z„ systema n aequatio- 
num Unearium 

\\^\^\'iH-\ — ^'^,»■^« — ™i' 



poxro 
ttbi 



^n.l^l + ^H,2^2"l y^^.n^a ~ "*« ' 

X = (i, , rc, + 6,_, 3^3 + ■ - ■ + 6„^j xj' 

+ (*l.2^1 + \2%H |-*„.3^J' 

+ 

M =^ »i, üjj + J»2 a;^ -| \-m^x^, 



^n ^^ ^^ — *l^l — *2*2 ' *.i-l^n-l> 

radicali positive accepto; pono ponamus 

A = ±(J + S„Jy...6.J, 

signo ancipiti, ante ipsum S posito, ita determinato, ut valox ipsius A posi- 
tivus prodeat Quibus omnibus positis, erit 









4=r 



■^f^l,H*l + *2.«^2 + ■ ■ ■ + Kii^J^^t <^^3 ■■■ ''^^„„i 
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integralibus [n — 1 ) tuplicibus extensis ad omnes valores reales ipsorum 
^,, a^a, . . ., x„_f et positivos et negatives, pro quibus etiam x„ realis fit, 
sive pro quibus 

x^x^-{- x^x.^ -{-■■■ -}- a:„_j x^_^ ^ 1 ; 
et designante S aut 

"2.4.6... («-2) Vyj ^"-^ TTsTöTy.Tw-s) vyj ' 

prout n aut par aut impar." 
D. 3. Dec. 1834. 
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Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 15 p. 1 — 26. 



1. 

Est theorema notum et maximi momenti, evoluta functione T] secimdum 
cosinus aut sinus multiijlorum anguli x, coefficientes evolutionis determinari 
per integralia definita 



/ l/"cos ixdx, j 17 sin ix dx. 



Quorum integralmm valores cum semper per quadraturas certe inveniri pos- 
sint, habetur methodus generalis, eiusmodi evolutiones peragendi. 

Evolutio si bene convergit, valores integralium crescente i rapide de- 
crescunt; quod quomodo tiat, facile intelligitur. Pro maioribus enim numeris 
i, valores fuiictionum sub signo positiv! et uegativi rapidius se excipiunt, se- 
que invicem maiorem partem destruunt. Hinc autem nascitur quoddam me- 
thodi incommodum; valorem enim quantitatis perparvae quaesitum determi- 
nandum esse videmus per differentias quantitatum magnarum. Quo incom- 
modo in astronomicis determinatio magnarum inaequalitatum maxime premitur. 

Casu speciali, quo evolvenda proponitur exprcssio 

1 

\/l — 2 a eos x -{- a^ 

prodidit olira ill. Legendre ingeniosam integralium, quibus coefficientes 
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evolutionis exhibentur , transformationem , qua incommodo illi obveniatur. 
Quae continetur formula 

cosixdx , /■" sin^'xdx 



/"' cos ixdx __ ^ /"■ sin^'a: dx 



Integrale tmnsformatum ductum est in factorem constantem parvum a'; 
practerea etiam sub signo invenitur factor parvus sin^'a?; ita ut, si integrali 
transformato quadraturas applicas, valorem integralis parvum invenis ut sum- 
mam quantitatum positivarum parvarum; quod calculum expeditum et ido- 
neum suppeditat. Putabat ill. Legen dre, illam transformationis formulam 
unicam sui generis esse*). Sed incidi nuper in formulam generalem, qua, 
proposita evolutione functionis in seriem secundum cosinus multiplorum an- 
guli procedentem , integralia , quibus coefficientcs evolutionis exhibentur, 
transformantur in alia, in quibus sub signo loco cosix invenitur factor sin^'a;, 
et loco functionis evolvendae i'"" eius differentiale , secundum cosa; sumtum. 
Si functio evolvenda est plurium angulorum, ex, gr. a?, ^, transformatione alteri 
variabili post alteram adhibita, integralia duplicia, quibus coefficientes evolu- 
tionis exliibcntur, commutantur in alia, in quibus loco factoris coswcosi'y 
invenitur factor sin^'a? sia^''y et loco functionis differentiale eius, * vicibus 
secundum cosa;, i' vicibus secundum cosj/ sumtum. Quae eiusdem generis 
est transformationis formula, atque illa olim ab ill. Legendre proposita. 
Eem sequentibus exponam et variis excmplis illustrabo. 

2, 

Desigiiantibus m, n numeros integres positivus, habentur formulae notae 



^^^r 



{2m + 2n)(2m + 2n-2)...2 2 ' 



/ coä^"'xcofi2nxdx = { — iTf sii 



sin^"'a: Qos2iixdx 



2m{2m-l)...{m + n + l } jv_ 
1.2... (m — n) ■ 2 ' 



*) Traue des Fonetüms elKptiqties, T.II. pag.53fj: nous saisirons cettc occasion de demontrer une 
formule assea reraarquable et qui parait ne se rattacher ä aucune autre formuie du müme geare. 
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/ Gos-'"'+'^x COS {2n-\-l)xdx — (—1)"/ sm-'^'x&m(2n-\-l)xäx 

(3) 

= ^ (2w + 3) 2m...(m + « + 2) ^ 
2""+'' 1.2... (w-») ■ 2 " 

Formulas duas postremas amplectitur unica sequens, quae valet, quoties p~i 
numerum parem positivum designat; 

1 Hi.-i)...(i±^ + i) , 



(4) /'' 



eos^x cos ixdx = 



quam formulam etiam sie exhibere licet : 



r 



cos''a; cos ixdx 



_ p(p-^)---iP~i+^ ) ip -i-l){p~i'-^) ..-l. {2i~l)i2i-d)...l ^ 
1.3...(2i-l) 2A.6...(p + i) '2' 

unde e (1) prodit formula 

("•) / coä^xcoäixäx ^ i J''(2i^l) — f ain^'x cos^- xäx. 

Quae formula ut etiam pro numero p—i impari valeat, utrumque integrale 
a usque ad ic extendamus ; quo facto pro impari p — i utrumque evanescit. 
Designantihus igitur p, i numeros positwos integros, erit 



Supponamus, ipsius z functionem f{z) secundum positivas integras ipsius 
z dignitates evolvi posse, evolutamque fieri 

ponamus porro cum ill. Lagrange 

^Ä = f">M, 

dz 
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unde 

f\z) = ^x>{p-l)...{p-i^\)A^0'''; 
ei-it e (6) 

/ f{G(y&x)(i(iäixdx = I,Ap j cos'' x cos ix dx 

^ 1.3...(2i-l) / "^^sin^^^lSi? (p — l) ... (j5 — i + 1) ^^ cos^~'' a; { 
sive 

(7) / f{cosx)cosixdx = -1—5 — . „ - . ■■■ ■ / f*-'^ (cos x) sia^' x dx. 

Quae formula integralis definiti transformationem propositam suggerit. 

4. 

Formula (7), antecedentibus inventa, etiam demonstrari potest ope lem- 
matis , per se memorabilis : 

„Differentiale [i — 1}'"" ipsius sm^''~V, secundum cosa? sumtum, ßeri 

{-l)*■-M.3.5...(2^-l)^i^, 

„sive, posito cosx=^z, haben 



d"\l-^') ■' 



: (-iy-M.3.5...(2j— 1)- 



Quod ut demonstretui, obscrvo, posito 

p = a -\- bs -}- c^^, q — h-\-2es, 
haberi generaliter 

[ j_ "("~-l) '^P I n{n — \)(n — 2) (» — 3) c^p^ 
g. , _ + r-n+l '^'^ {r-n + l){r-{n + 2).2^~^ 

-^^r(r--l)...{r-n-]-l)p' "$"< 

?^(»-l)(«-2)(M-3)(w-4)(n~-5) cV 

[+ (r-n + l)(r-n + 2){r-n + 5).2.^ q^ "* ' 

cf. Lacroix, Traite du calcul difftirentiel et du calcul intigral, Seconde edition, 
T. I. paff. i83. Unde, substitutis valoribus 
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p = a-\-hz-\-cs'^ = 1 — s^ = sin^i», q ^ — 2g =^ ■ — 2cosa: 



provenit 



= ( — 1)' ^3.5 ..,(2i — 1) cos'^-'iBsma; 



:, r = 


^^ .^.-1, 




(?'■-' 1 


;i-^')^ 






ds-' 




esina; — ■ 


fcM.a„......=. 






(i-l)(i-2){i-3){i-4) 





2.3.4.5 
sive per formulas notas trigonometricas 

(8) d"(l-^} ' „(_i).-.3 ,;...(3i-l)iSL!JL, 

quod demonstrandum erat. 

Demonstrato lemmate, formula (7) facile probatur integratione per par- 
tes, i vicibus repetita. Quoties enim functio aliqua w einsque dltferentialia 
usque ad (« — l)*"" in limitibus integrationis evanescant, notum est, haberi in- 
tegrando per partes 

fw—^d0 = (-1) v--ds. 
■' dz •' dz 

XJnde, posito 

atque integratione a — 1 usque ad -^ 1 oxtensa, prodit 



- äs. 



Ipsum enim (1 — z^) 2 eiusque dift'erentialia usque ad (i — 1)""° in limi- 
tibus 5= — 1, s=-fl evanescunt. Differentiata autem (8} secundum z. 
habemus 
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dz' 
Unde, posito z^co^x, formula antecedens abit in sequentem : ■ 

r f'{iiOäx)m^'xäx = 3.5...{2j — 1) y f{amx)cQsixdx, 

quae est formula proposita (7). 

Demonstratio antecedens nil supponit, nisi quod functio /{cosa?) eius- 
que differentialia usque ad i*™ intra limites integrationis assienatos non in 
infinitum abeant; neqiie illa supponit, quod prior demonstratio, functionem 
f{cosw) seeundum dignitates integras ipsius coso? evolvi posse. Ad quem 
igitur casum formula (7) non restringitur. Unde, posito /(cosir) = cos^ar, 
patet, formulam (G) valere etiam si p non sü numerus integer, dummodo p > i. 



His iungimus considerationes sequentes. Statuamus brevitatis causa 
2.4...2i ' 



erit e (7) 

T, f~ ^1 \ ■ .1 r~' f (cos x) sin^''a; dx 

B I f{Qoax)Goaixax = J - — ^ . ^ — — • 

'X X 2M.2.3...i 

Unde, cum, designante h constantem unitate minorem, sit 

invenitur per tbcorema Taylorianum 

Quam formulam etiam sie exliibere licet: 

, f-~ f{cosx)dx r~ ( Äsiü^x-\, 
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Formula (9) etiam e transformatione indefinita deduci potest, Posito enim 

, h sin^ X 
cos 15 ^= ao^x-\ T — ~, 

sequitur 

\j\ — 2k cos t\-\-h^ ^^ 1 — haosx , 
uude 

Ä^ sin* X 



\Jl 2Ä C0S7j + Ä^ — (1 — Ä COSTj) : 



2 
De qua aequatione, extractis radicibas, provenit haec : 



\/l — Äel^'-i — y/l — /*e-'"iV-' = —hsinx\l^. 
Qua ducta in 



ac divisione per k facta, prodit 



2siii7j = siniciVi — Äe'l^-' + V'l — Äe-V-i!. 
lam differentiata aequatione proposita, nanciscimur 

sm7)Ä7] =^ sina; [1 — Aeosa;] öa;. 
Es antecedentibus autem fit 
2 8iaTi 



sma;[l-Äcosa:] \Ji-.he^'^~^ Vl-^e-l^-: 
unde videmus, posito 

(11) COS75 = cosa;-} 2 ' 

(12) dx = ' ' 



ideoque etiam 

„ . . 1-1 Äain^a; 
Quoties h unitate minor, crescente x a usque ad tu, expressio cos w H ^ — 
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inde a 1 usque ad — 1 continuo decrescit , quippe cuius differentiale 
— sina;[l — Ä cosir] valorem semper negativum servat; unde simul etiam an- 
gulus 7] a usque ad tt continuo crescit. Hinc patet, in formula (13), al- 
tem integrali a usque ad tu extenso, etiam alterum a usque ad tt extendi. 
Quod formulam (9) suppeditat. 

Observo adhuc, e formnlis traditis 



Y 1 — 2 Ä cos vj -|- A" = 1 — h cos X , 

Vl — Ael^^— Vi — Äe-'lV-i ^ —hsmx\J^l, 
sequi 

jl — Vi— fteiv'^f|l + Vr~Ae-lV-i| = he^^~\ 

(14) ^ 

jl^Vl — Äel^-'IJl — Vi— fce-1^-i{ = he-"^'. 

E formula (12) habetur iiitegrando expressio anguli ^r 

,. ., , 1 , . , 1 . 3 /i^ sin 2ti , 1.3.5 fe' sin 3-n , 

(16) « = , + -ism,+ 2— — ^ + ^j-^-j,^^ + ... 

Idem etiam deducitur e tbeoremate Lagrangiano, data aequatione 

«-^ + ?(^) = 0, 
fieri 

\.^) •^W-t'?WYm-t^ ^ ^ -I- 2 _ 3 d ^a ^^ 2 . 3 . 4 da^— + " • ' 

Quippe e qua serie, posito 



et advocata (8), formula (15) provenit. Vice versa e formula (15) per theo- 
rema Lagrangianum,ipsa (8) deduci potest. 



Ut de formula generali (7) deducatur formula supra citata, ab ill. Le 
»andre condita. 
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COS ise dx ,■ /"^ sin^'a: äx 






ita agere licet : 
Fosito 



/"{cosx) = [l — 2a c 



/•'^'(cog 3;) 



unde e (7) fit 
(lö) 

lam posito 
(17) 



a'[l— 2aco3a; + n^] 
X Vi -2« cos «+0^ ~ Jo (l-2((cosa;+a^)i<^'-' 



1.3...(2i-l) 

cos ia; dx , r~ ain^*a: ^a; 



\ll — 2acosx +a^' 

obtinetur, quae nota est transformatio integralium cllipticoi'um Landeniana, 
di/ äx 



(18) 



\Jl — a'sm^i/ V'l-2ac 



Limites ipsius X ubi sunt et t:, ipsius ^ quoquc limites et tc habentur; 
unde e (17), (18) fit 



(19) 



X (l-2«cü9a^ + o^)^'''+" ~ i \/l-«'sm^"^' 



quod substitutum in (1(3) formulam propositam suggerit. 

Data occasione adnotabo transformatioTiem indeflnitam , quae formulae 
Legendrianae veram indolem aperit. In qua demonstranda signis et no- 
tationibus, in fundamentis meis propositis, utar. 

Quoties f[tt) est fnnctio periodica, hoc est, quae valorem non mutat, 
aucto argumento u certa quadam constante, quam indicem periodi voeamus: 
integrale 

fnu)du, 

inter binos quoscunque limites sumtum, quarum difl'erentia indici periodi 
aequalis est, eundem valorem servat, argumenta « quantitate qualibet sive 
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reali sive imaginaria aucto , dumraodo intra limites integrationis functio in- 
tegranda non in infinitura abit. 
Hinc, si statuimus 

f(u) = sin2"am)(, 

erit, designante i quantitatcm imaginariam \/^, 

^i-K sin2«(pda) f*'^ . „„ j r*^ .3,, /- . iK'\ , 

I ' -^ — = I sin-'" am M «M = J s]n''"am ( « -\ — t— ) du. 

Posito aiiiM ;= 9, am« = et, habetur e tbeoremate Eulcriano 

, cos« Aaaino +sinacogcp A® 
sin am {11 -j- a) ^ __— i— — .— — _j — '— 



qua in formula posito a - 



1 — ft^ sin* OL sin^t 





.n. = ^, c„..= 


V^-, i« = vi+* 


eruitur 








VIsmam(«+if) = 




lam statuamus 








1 + Z:sm^9 


2V/t 


unde etiam 








cos» i<2 


I + *Si: '^W'^)' 




l + isin",. ""''' 




,7.. 'if '''1' 


d« 



{l + h)M:b,K) \/ 1 + 2 it cos 2> + ft ^ 

Quae est substitutio , qua ill. Gauss exhibuit transformationem Lande- 
uianam iunctam hisectioni. Substitutis formulis antecedentibus , provenit 

V'Ä^siüam f M H —j = ie~"'' , 

ideoque 
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96 FOBMULA TSANSFOEMATIOSIS INTEGKALIDM DEFISITORUM. 

(20) / ■■■■ y ■ -. ' JI^s^ ^^:^ ^ d-^ ~ {-&) / sin^"am ( u -\ 1 du. 

^ ' J Vl + 2/ccog2i + ft» ^ "■ '-^ V ^ 2 / 

Quae est transformatio indefinita, e qua pro limitibus definitis formula ill, 
Legendre fluit. 

Crescente enim m a usque ad iK sive cp a usque ad 2t:, etiam 
^ a usque ad 2 tu crescit, inter quos limites evanescit pars imaginaria iu 
sin2n^ dueta; unde prodit 

— - — - — = {—hf f sm^"a.mudu ^= (—'hY i sin^"ani { ?( -1 — r—)du 
Vl^^sin^^p Ja Jo \ ' 2 y 

/2'i_ 0032«'}' ^4' 
\/l + 27;cos 2'Jj + Ä;^ ' 

quae formula posito Ä = — a, n = i in propositam abit, 

7. 
Formula 

/" cosixdx _ /"" sin^'xdcc 

\/ 1 — 2 a cos X + a^ Jq \J\-—a^ sin* x 

commode adhibetur, si agitur de evolutione integralis 

/oos ixdx 
. S/l— 2acoaic + a^ 

in seriem , quae pro magnis ipsius i valoribus rapide convergat. Nam cum 
sit e (l) 

^ 1.3...(2i-l ) 1.3...(2n-l) 

~ 2.4. ..2i "' (2i + 2)(2i+4)...(2i + 2w)'' 
nee non habeatur 



\/l — a^sm^x \Jl — a^ + a^ßOs^x 

X 1,3.5 g^cos^a; 

f ~ XlTe" (1-«'}' ■ 



1 r 1 a^ cos^ . l .3 a* cos* 



Hosted by 



Google 



FOEMULA TKÄNSFORMATIOHIS INTEßßÄLIUM DEFINITORUM. 

eruitur 

(21) r ^°^^^^^ 

_ 1.3.5. ..(2^-1) Tia' 1 ^ 1^ a^ 1.3 1.3 



2.i.6...2i v'l'Z^'i 2 22 + 2 l-a^^2.i (2i + 2)(2i + 4) (1 — «y 

_ 1-3 j^ 1.3.5 g« 1 

2.4.6 (2i + 2)(2i + 4)(2j + 6) (l-a^)""" J 

quam seriem, patet pro magnis ipsius i valoribus celerrime convergere, 
lU. Legendre invenlt cvolutioncm generaliorem memorabilem 

(22) 



Xeos i 
(l-2aco 



cos X + a'-')" 

ii{n + 1) . . . (n + i — l) Tia' l n{n~l) a^ (k+1)w(«— 1)(W"2) o^ 

' Ui + 1) J^^ '^ 1.2.(i + l)(i + 2T 0^^ 

(n + 2)(w+l)«(«-l)(H-2)(M-3) 



1.2.3.(i+l)(i + 2)(i + 3) (l-ay^ (' 

quam et ipsam patet pro magnis ipsius * valoribus celerrime convergere. 
Quam evolutionem ut indagaret, ill. Legendre, explorato per artllicium 
particulare primo seriei termino, assumpait seriei formam sequentem : 



f 



cos ixdx -p 



(1— 2aco3a;-f-a^)" 
n(n + l)...{n-i-i-l) 7ta' r _c;_ c^' 



1.2. ..i (1-aTL ^ i + l^(i + l){i + 2)^(i + l){i + 2)(i+3)^ J' 

ipsis c', c", c'", . . . a numero i non pendentibus. Quo facto, per relationem 
linearem, quae inter tres terminos P,_i, P,-, P,j.i intercedit, 

(j+i_„)P.^__ JJ:^iP.+(j_:+„)P.__ == 

terminos c', c", c'", . . . alios post alios determinavit. 

Demonstrationem formulae (22) fortasse magis directam ope theorematis 
nostri (7) obtines modo sequente: 

Posito 

f{aoax) = (1 — 2 tt cos a; + «*)"", 
habetur 

/'''(cos«) ^ {2ay.n{n-\-i)...(n-\-i—l).(l—2a(ios3:-\-a^)-'-'^\ 
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unde e (7) 

f" coEJxdx _ «(« + !). ..(« + ^-1) ,,^,, f 

^'^Uo (l-2aco8X + a'r ^ l.3...{2i-l) ^'^^' X 



{l — 2acoäx + a^y-^ 



Ponamus Vi — 2ocosiF + a^ = .R, — p— = siny, erit 

sm xax 1 . 1- , ,_,_(2f[— n 



(1 — 2 ff C09 a: + a")"-^' ( 2 w - 1) a 

quod, inter limites ü et t: secundum utramque variabilem intcgratum, suggerit 

Jo {l-~2aii08x + ay+* {2n-l)aX ^™ ^ «?^ ^' 

Evolvamus expressionem j;~'^"-" secuiidura ipsius cosi/ digiiitates ascendentes. 
Eum in finem observo, haberi 

M'^^sin^x = (cosa; — ay ^ cos^y.R", 

ideoque, cum sit 2a{cosa!~a) = i — a^ — E'^, fit 

Il^-\-2aBcoäy = l~~aK 

Unde habetur evolutio quaesita *) 

(24) ji-iß^-n ^ \/(i— 2acosic + (i'^)-(3»=i) 

2w— -1 r 1 . aaoay . 2«— 1 a'cos'y (2k— 2) .2 m a^ cos^y 

(2«-3)(2M-I)(2n + l) o*cos*i/ l 

"^ 2.3.4 V(l-«0* J' 

unde 

( 2n — l}a dy 



= (l-.T-sm«!, l + (2»-l)-:^S.+ 



(2«-3)(2 ti-l)(2n + l) o'cos'y 

1.2,3 " V{T^^? " 



*) V. L a c r o i s , TraUk da calcul diffei-entiel ef du cakiil iniegral, Seconde edüktii, T. 1 p. 2S6, ubi 
poDasloco 0, p, T, y, m, « expressiones 1 — a^ 1, — 2« cos)/, M^, —, ^ — . 
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Qua cxpi-essione secundum y integrata a iisque ad ir, termini in potestates 
irapares ipsius cos^ ducti evanescunt; pro reliquis fit e (1) 



{2w-2m)(2« — 2«i + 2)...(2« + 2w — 2) 
1.2. 3. ..2m 



•Ja 



1.3...(2i-l) (n-ffl)(»-w + l)...(« + w- l} 
2.4...2i ■ 1.2...m.(i + l)(i + 2)...(i + m) ^' 



/^- sin^^xdx 1 r^ . , 






_ 1.8...(2i-l) .-.-.(-, 1 (»-1)'^ a' 1 in~2){n-l)n(n+l) a^ l 

- 2.4.::2r"^^-"J "^1^+1.(^ + 1)1-«^+ 1.2.(i+l){i + 2) {l-a^J^+'--J' 

quod, substitutum in (23), formulam (22) ab ill. Legendre propositam 
suggerit. 



E formula (23) facile etiam deducis Euleri formulam memorabilem. 
Posito enini in (23) 2x loco s, —a loco a, fit 

/•^ cos2ia:fe ^ w(w + l)...(w + i-l) , C^ &\^*^xdx 

X (l+2aeos2x + a^)" 1.3...(2i-l) *■ "■' j[ (1 -J- 2acos23; + a^j"+'' ' 

ponamus in altere integrali 



unde 



(l-ß*)sin2a: . „ , , „ o [ a (1-ß^)« 



sin2j/, 1 -|- 2ßcos23^ -f" *** 



1 — 2«cos2^ + a^ ' 



l + 2ocos2;r + a 
ideoque 

eos2ixdx 



/Gos2ixäx 
(l + 2acos2ai + a")'' 



° 1.3:..(2i-l) -(tl.T^i (l-2««»2ä, + «.) sm=-2j*. 

Posito autem in (23) 1 — n loco », prodit 
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1.3...(2J — 1) 
qua formula in antecedente substituta. obtinetur 



/•" eos2ixdx 

Jf, (1 + 2a cos 2a: + 0^)" 



quae est egregia formula, in qua Eulerus olim multum occupatus erat. 



Siut e, |j., e anomalia excentrica , anomalia media , excentricitas , unde 
[L = e — esins. 

Cosinus et sinus multipli anomaliae excentricae in series infinitas evolvantur, 
quae seeundum cosinus aut sinus multiplorum anomaliae mediae procedunt, 

cosKe ^ p^-\- 2p^G0s|i + 2^)^003 2^1, + 2^Jcos3|i-| — ■ , 

sin WE =^ g'^ sin jx + 3^' sin 2 |j. -|- q'^' sin 3 j«. -) , 

erit 

« 1 r" . , «/""... , 

py = — / cosj[icosnea|j. ^ -^— j ain^jisinneas 

= -;-T— I (i3[eos((i — «)e — iesins} — cos((i4-'*)^ — iesins)], 

(0 2 /"' . . . , 2w /■" . , 

o" ^ — I siniusuiMsafi = -. — ■ I aostyicosmaB 

w /■'^ 

= -r- f dE[cos((i — w)e — « sine) + COS ((^ + ^^)c — ie sin s)], 

quae integralium transformationes integrando per partes obtinentur. Si cum 
ill. Bessel ponimus 



1 r r 

— I COS(*£- 
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erit 

Prout i par aut impar, habetur etiam 

■^f = 7/ <iOs{]csm'.)co3 2häs - -^^- f cos(/;coss)co32ü^e, 

j^2i+i) _ ly gin(/,sin£)am(2i+l)3<is = -^^/ sin(^(;osE}cos(2i+ l)ed£, 

unde transcendentes Jj', Jj sunt coefficientes evolutionis ipsorum cosfÄcossi 
sin (Ä cos e), secundum cosinus multiplorum ipsius e institutae, 

C03(Äcos£) = if — 2lf' cos2£-|-2if' cos4e — 2if' cosCs-J , 

sin (ft cos 3) = 2if' cose — 2/f' eosSE + Sif'coa 5e 

Si cosinus et sinus raiütipU anomaliae mediae secundum cosinus et sinus 
multiplorum excentricae evolvendi sunt , ponatur 

cosiji. = Ä''' + 2ftJ''co3s + 24'''^os2e + 27£f cosSsH , 

smi\j. = lfsms-\- ifsin2£+ ^''^inSc-j , 

erit 

^1!'= — r coaijicoawsdE =- ^^J <^£[cos((i— k)£— JesinE) + cos{(i+«)s— iesine)], 

l„ = -- I siniiisinMat^a = — / d£[cos((i — w)s — iesins) — cos((i-\-n)s. — iesim)] 
sive 

'* iE M ■■» 

Transcendentium Jj naturam variosque usus in determinandis integralibus 
definitis exposuit ill. Bessel in commcntatione celebemma De perturhationibus, 
quae a motu solis pendent [Acad. Berol. ad annam 1824). In qua demonstravit, 
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functiones /f, j"', Z^', /^ , . . . omnes per duas ex eanim numero lineari- 
ter exprimi. Unde patet, cognitis cogfficientibus evolutionis ipsorum cos e, 
sin e, secundum multipla anomaliae mediae institutae, coefficientes evolutionis 
ipsorum cosne, sin«s ex iis lineariter determinari. Eaedem transcendentes 
cum in theoria motus caloris obvcniant, etiam viri illustres, qui de calore 
egerunt, varias earum proprietates paasim adnotaverunt. 

Sed his missis factis, transformemus integrale I^ per formulam [7). 
Ouius ope, posito respective f{s) = cos{ks), f[z) = sin (Äs), eruitur 

^j«i) __ ^_Yy l cos(fecos£) cos2J£(?4 

= i.3.5...(4j-i yj cos(Äcos£)sin*''£(iE, 
^j(2.+i) ^ (-1)'/" sin(/^coss)cosf2i-|-l)£(?s 

unde, sive * par sit, aive impar,-- 

''■^*' ^ 1.3...(2^-l) / cos(Äcose)siii3''£(?e. 

Quam transcendentis ll expressionem et ipse ill. Bessel (1. c. form. 53) per 
artiticia particularia demonstravit, 

10. 

Addam exemplum de integrali duplici transformando, quod et ipsum in 
astronomicis utile esse potest. Sit 

/■'''"''' (cos «, cosa;') = r— -f^ , 

si post differentiationes factas ponitur y = cosa^, z = cos^': obtinetur e for- 
mula (7), variabilibus x, oo' alteri post altcram applicata, 
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(25) / 1 f(cosx, cosx')cosixco3i'x'dx dx' 

^ l.d...i2i-l)\.3...{2i' -^{ l /■"■■''(co3x,cosa;')sm^''^sm^'"^'f?:Bci^'. 
Sit 

f{coäx,(iQä,x') = {l-{-'il'cG&x-\-2l" aosx'y , 
erit e (25) 

,g„, /"^ r~ cos ix coa i' x' dxdx' 

XX il^2V COBX + Il" cosx'f 

— /„.,9V+<77'yY/"y' "("+^) (" + ^)-' -("+^ + ^'~l) f^ /*" &m^'xsm^''x'dxdx' 

"^ ^ ^ ^^ ^ 1.3...(2i-l).1.3...(2i'-l)j„ j, (i + 2rcosr. + 2reos:.T"^'-+*-' 

Sint duarum planetarum orbitae circulares, radii a, a, inclinatio I, anomaliae 
(f, 9'. Quarum planetarum distantiae reciprocae «'* potestas evolvenda pro- 
ponatur secimdum multipla ipsorum 'f-\-^', 9 — 9'; quae sit evolutio 

— __ . — „ . __ — __ . ^ lß.^,cosi{<j;— f )cosi'(9 + o'}, 

[«3 _ 2 aa' (cos ^ eos (p'+ cos I sin (p sin o') + «'^] 

summa extensa ad numcros i, i' et positivos et negatives a — co usquc ad 
-]-co. Posito ^n loeo n, porro 



erit e (26) 



l :^ a^-j-a'^, l' = — fflo'eos^(|Z), l" = — aa' sia^{^l), 

(f. Cp' =: X, ¥ + ?' = iC'. 

COS ix cos i'x' dx dx' 



"^0 Ja [o'-2aa'(cos'(i-r)cosa! + sin'(JI)cosai') + ii"]* 



sin^'x sin-''a:' dx dx ' 



[a^—2aa' (cos- (^ J) cos a: + sin^(^ /) cosa:') + a'^] ^ 
Quae posterior expressio, cum et ordinem coSflicientis p.., bene manifestet, 
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et, si computus per quadraturas placet, commoda sit, in perturbationibus usui 
esse potest, si inclinatio, uti recentlorum planetarum, maiuscula est. 



Formula (7) etiam adbiberi potest valori integralis f" Ucosi'^d'f de- 
terminando, si t in iniinitum crescit. Quae poscitur determinatio, ut, evoluta 
U in seriem secundum cosinus multiplomm ipsius (f procedentem, de conver- 
gentia seriei iudicari possit. Transformato enim per (7) integrali proposito 
J Ucosi'.fd(f in formam _/" Vsiu^'fdt^i, huic pro i infinito determinando ap- 
plicari potest methodus Laplaciana pro integrali bus, quae sub signo inte- 
grationis magnis exponentibus aÖiciuntur, proxime determinandis. 
Sit ex. gr. 

IS ix dx 



■f 



eric e (7) 

_ «(l> + l)...(« + i-l) . , <-/ sin'» Y dx 

1.3...(2i-l) ^ X '^' + 2!'™a3;/(! + 2i'cosi)" 

Quaeramus valorem maximum expressionis, sub signo integrationis ad *^™ 
dignitatem elatae, quae, posito cosir^^, fit 

1-S" 



l +21' cosx l-h'IVtf 

Cuius differentiali = posito, fit 

unde prodeunt duo ipsius 1/ valores 



-l±^P-il"' 

y- w ' 

quorum productum cum sit =^ 1, alter unitate absolute maior erit , alter ab- 
solute minor. Posterior eligi debet, cum y — cos x ideoque unitate absolute 
minor; qui valor, si, quod supponimus, l positiva, radicali positivo respondet. 
Habetur autem pro valore ülo 
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qui est valor maximus quaesitus. Differentiale secundum expressionis 



l + 2t'y il'^{l+2l'ij) ^ 21"" 4i'^ ' 

respectu ipsius y sumtum, fit pro valore ipsius ^ assignato 







2(i'-ir') 2 




(i + a!»' ^Jp-il" 


Unde, posito 








-i + \li'-ir' t 
1 ^ 2V \JT 




l-f 
l + 2l'y 


2 <> .<• 




( + \/i'-4r" sV-i!'" Vi" 


ideoque pro i 


infinito 








j+V/i.-lj'. ,, 




1// ^i + V!"-4i'"^ 


Porro üt pro 


i infinito 




dx 


<is _ /i+Vf'-'ii"Y|-„ 



,-^^,--^11. 

{l + 2l'cosxT \ll^~f{l-\-2VyT V 2 J V" ■^- ) ^-^ ■ 

Integralis limites pro i infinito sumere licet a — co usque ad -f»; inter quos 
limites habetur 

Qnibus omnibus substitutis, prodit pro i infinito 

(28) A-^j-^^^^^^.^^^ {l-il} (^^_^^___jy .. 
Si statuitur l = i-{-a*, V = a, fit e (28) 

w ^ = iLfcttt^^^|±i=.l).(,_„.)-.(-.2„)V|. 

VI. 14 
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106 FOaMOLA TEÄNSFOßMATIONIS INTEGEALIUM DEFIMITOEUM. 

Eadem expressio habetur e formula (22) ill. Legendre 

(3„, ^= "'•'+')7'°+'-'> (i-»-)--(-.^. 

Utraque (29), (30) inter se comparata, prodit pro i infinito 

quae Wallisii nota est formula, 

12. 
Quaeramus iam valorem duplicis integralis 

cos ix cos i'x'dx dx' 



B -- 



n^ cos iiX cos i X dxdx 
{l+2l' cosa: + 2^" cosa;')'* 



primum, si alter uumerorum i, i' infinitus; deinde, si uterque in intinitum abit. 
Sit igitur i infinitus, i' finitus ; ponendo /^-2/"cosa;' loco l in ('i8)> 
obtinemus 



5 = 



n{_n-^\)...{n-\-i-\) Jt. jv)' T' [(^ + 2^ eos3:')*-4r' 
1.3...(2i-I) Vjl. )J^ [l + 2l"co3x'-\-\/'(r+ 



')] ' coai'x'dx' 



'- 2l"coax'y—il'^y 
Expreasionis sub signo integrationis ad i*™ dignitatem elatae valor maximus 

respondet, siquidem l" positiva, valori x' — iz. Posito igitur w'= tt —, fit 

V« 

l-\-2l"(i03x'-\- \l{l-j-2l"nosx'y — il'^ 



- 1—21" + \i(i-2i"r~ir^ + — -- -- \i > - + -j^ + ■ 



unde pro * infiuito 



[l -\-2l" cos x'-{- \l {l + 2r cosx'f~il'^] 



= ll — 2r-\-\J(l — 2i"f~-il'^] ' e \'li~'ivr-*i'' . 

Cura X sit alter limes integrationis propositae neque ulterius x' extendatur, 
limites respectu ipsius t eruat et co. Facta integratione , pro i inünito, i' 
finito. prodit 
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n~ COS ix COS i'x'äx dx' 
(I+2J'eoa 3^ + 22" cosa;')" 



,+,. n{n + \)...{n;^i~\) t. {{1-21"? -iV'^ * f iV V 

-'• '> 1.3...(2i-l) 2r s/l" \l-2l"+\j{l^2l"y-W^r 

liüdem r' positiva accipitur. Numemm i' videmus in valore apposito tan- 
m Signum äfficere. Eandem formulam e (31) etiam sie repraesentare licet: 

1.2.3...*.1.2.3...ii 1 r^- r~ cosixcoBi'x'dxdx' 

1.3...(2i~l).M(n+'l)...(«+i^)' ^ X X TH^2FcÖs^+2FcÖs"^" 



(33) 

Si i' eiusdem ordinis est atque \/T, ponatur 

VT"*'' 

quae erit quantitas finita; fit 

cosi'x' — cosi'f-JT Y=rj — (—1)' QOsrf. 

Unde , cum habeatur nota tbrmula 

/dt cos rt e"" ' ^ -^ e *" =^ e " 1 dte , 
altera pars aequationis (32) vel (33) adhuc multiplicanda erit per 

e *'" 

lam ad alterum casum pergamus, quo — quantitas finita. 
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13. 

Sit igitur — = r quantitas finita: per formulam (25) invenimus (26) 

T, /«Ti /-Tt COS ig cosi'x'dxdx' 

"~ J) X (H- 2^008 3; + 21" cos x^' 

, cy+i- n{n-i-l)...(n+i+i'-l) n-.i fyf T' f' ( sm^x&m^'-x- V dxdx' 

' ^ -' 1.3...(2J-l).1.3...(2i'-l) ^ '^ ' J^ X M^+2rcos«+2rcosa:')'W {l+2VcoüX^2t"coäx'y 

Sit cosx ^= y. cos it?' ^ r, ac quaeramus expressionis 

siii^a;sin^''a:' _^ {\~y'^){l—s^ )^ 

{l-\-2VQOax^-2l"Q,Qsx'y^ ~ (7+2F^+2r^)H^ 

valorem maximum. Expressione et secundum y et secundum s differentiata, 
et dift'erentialibus nihilo aequiparatis , prodeunt aequationes 

{l+r)V+ ly-[^il-r)Vy^ = -2l"ye, 
(34) 

a quibus Ipsarum y, « valores, qui expressionem propositam maximam red- 
dant, petendi sunt. Quibus inventis, habetur, si ex aequatione priore s eli- 
minas sive e posteriore y, 

i + 2,;j+2r. = -(i+,)r i=ll = -Ü±l£ ^ , 

ideoque valor maximus quaesitus 

(55) (i-y^)(i-. T _ / L:i^'-^:L_y,r 

Observo, quod natura problematis poscit, aequationum (34) alteram in alteram 

abire, permutatis /' et l", y et «, simulque posito — loco r. 

Sint y — a, z = h valores quaesiti, erit e (34) 

al-\-[iJ^^r-i-il — r)a^]l'-\-2ahr = 0, 

ril-\-2rabl'+[l-\-r^il — r)b^]l" = 0, 
unde 
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Quibus aequationibus si pro datis ipsamm a, b valoribus satisfit, iisdem etiain 
pro valoribus eorum reciprocis satisfieri patet. 

In locum formulae (3 6), accito multiplicatore p, substituamus aequationes 

unde, posito 

eruitur 

A-\-B = pl- 

qua aequatione per A — B multiplicata , fit 

pi{A~B) = 1— r«-|-i_p^(rz'_rr), 

unde i 

2plA ^ i — r'^p^{U-\-iVr — il"r), 

2plB = —{l — r^)-\-p^ll~il'l'-\-il"l"). 
Quarum aequationum alterutra quadrata, prodit 

= {l — r^y~2[il + r')U — i{l—r^){lT—l"l")]p' + Ep*, 
siquidem brevitatis causa ponitur 

E = il-\-2V + 2l")(l-\-2l'~2r){l — 2l'-\-2l")(l — 2l'—2l"). 

Integrale propositum iie inter limites integrationis in infinitum abeat, statui 
debet, summam. ipsarum 2l', 2l" positive acceptarum ipsa l minorem esse; 
unde E semper erit positiva. Quo casu habentur ipsius p^ duo valores posi- 
tivi, dati per aequationem 

Ep-" = Jf+2JVÄ 
sive _ 

■i — (l-*-' )' _ M +2l\lR 
^ ~^ M-21\JR ~ ^ ' 

si brevitatis causa statuitur 

M = il-l-r^)ll-i{l~r'')il'l'-l"l"), 
R = rHl — i{l~r^)(rH'l' — l"r). 
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E formulis, qoibus pA, pB rationaliter per p^ exhibuimus, fit 
!-»■' ~ M-2l\lE ' 







pA 


M-ii\/ii 


sive, 


cum sit 







provenit 



l-\llt 



unde 

^ _ Il-r _ r'l — \ltt+r\lM~2l\l'S 

~ arp ^ 2 (!-)•■) r 

sivc etiam 

_ _ n'p 2(l-r^) r 

^ + 1 i-\j'b+sIm-21\I'r' 

l = — ^'"y „ 2 (!->■')!" 

-^ + *' \lE~r'l + r\lM~2t\/R 

In expressiünibus antecedentibus duo inveniuntur radicalia, V-^ et \M — 2l\]R^ 
e quorum duplici signo quatuor prodeunt systemata valorum ipsaruiu «, J. 
In expressionibus autem A. B. p, a, b radicalia illa eodem signo accipienda 
sunt ; quo facto valorcs eorum correspondentes sine omni ambiguitate deter- 
minantur. 

Si radicalis \M — 2l^M Signum in oppositum mutas, eodem manente \/B, 
abit p in — p, simulque a, b m ~, y. <4uod patet e formulis 

_ !+_?! ^ l—yS _ 1+i' r'l-\lR 

1-"" sIm-hs/r' '-'" Vjf-aTVS 

sive etiam ex ipsarum a, b valovibus , cum sit 

1/— 7i = n— 4(1— c')-'rr, 

r'M—R = r'ii — 4(1— .-»)'("!". 
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Quantitates E, M, It semper sunt positivae, porro, cum sit 
M' — iUJl = (l — r'^y-E, 

erit expressionum M + 2l\It utraque positiva. Supponamus, quod licet, 
r = -T < 1, sequitur ex aequationibus 

n = ll~{\ — r'')[n-\-4:rH'l' — Al"l"'\, 

esse 

Unde liquet, si V J^ positive accipiatur , expressiones 

1- "' VjK - 2rv'^ ' 1 ^ ''' \/M-2l\fE 

eodem signo aft'ectas esse, et quidem, si \M — 2l\JJi positiva, utramque fore 
positivam, ideoque utramque a, h unitate absolute minorem; si \M—2lSjE 
negativa, utramque A, B fore negativam, ideoque utramque a, b unitate 
absolute maiorem. Porro, si Vs negativa, prout yM — 2l\lR aut positiva 
aut negativa, fore aut J. positivam, B negativam, ideoque a unitate absolute 
minorem, 6 unitate absolute maiorem; aut A negativam, B positivam, ideo- 
que a unitate absolute maiorem , h unitate absolute minorem. 

Sequitur ex antecedentibus, siquidem summa ipsarum 11', 1l" positive 
acceptarum ipsa l inferior est, quod in integral! proposito supponi debet, 
semper dari systema et unicum quidem valorum ^ = a, z =^b, unitate ab- 
solute minorem; qui valores, si »■ -< 1 , quod supponere Ucet, radicalibus V^, 
'sM — 1l S/S positivis respondent. Kodem modo probatur, si r > 1 , valores 
illos respondere V-^ positivo, \M — 2l\IU negative. 

Valores ipsarum y, s, quorum in quaestione proposita usus est, unitate 
absolute minores esse debent, cum sit y ^= eosj?, 2 = cosx'. Unde expressio 
proposita 

sin'a: sin^''^:' ____ 
{l + 21' cos X + 2rcos xy-^' 

nonnisi unum maximum habet, Quod invenitur e (35), si r<I, 
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r'mi- ' ^T*' - — = ■: 



utroque radicali positive accepto. 
Si r = 1 , üt 



21 , n+ivi'-tri" „ ii-a'i'+trr 

UV !, = _ - *"" 



u-i-av-wr + ME ' n-irt + ivr+^E ' 

maximum quaesitum fit 



n-ii'v-iri" + \[E 

Quaeramus iam valores, quos induunt differentialia secunda expressionis 

{l + Uy + W !!)'+•■' 

si post differentiationes ponitur y ^= a. z = b. Differentialia prima ipsius u 
liabemus 

t-- (i-,-)(i + 2V> + .r.) «' + -"' + '^ + t'--)''=''+ "•>-]- 

Quibus iterum differentiatis , cum pro valoribus substituendis y — , z = b 
evanescant 

pxodit 

e*w _ 2p. [ t + 2(i-?-);'a + 2r&] 

"aP" ~ {\-a^){l-\-1l'a-\-1l"h) ' 

_ö^[ _ __ 2]>.[rl-'},{l^r)V'h + 2rl'a] 
~e?~ ~ il-b-')il + 2l'a + 2l"b) ' 

4\i.l"a __ iip-l'i 



Öyd0 ~ {l^u'){l + 2l'a + 2l-'b) (\~b'')(l + 2l'a + 2rb) 
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Quae expressiones e formulis inYentis abeuiit in sequentes: 

y[i+r-(i-.-)»'] 



' d,f 


(l+r){l^a'Y 




fr[l+r + (l-,)S«] 

{l + r){l--V'Y •'1^' 


d'u 


if.rah „ 


dyd,s 


(l+r)(l_„.)(l_J.) -fl-' 


r[l + r- 


(l_r)(a!-S')-(l+^)n'S>) 



^ (B + r^Ä) _ pSjR 

Ponamus iam 

t , , r 

cos a: ^ II = a — , cos :C ^ S = t>- yrr , 

erit 

unde pro i intinito 

r s m''a;sm^''a:' T' 3iii^''a:sm^''a; ,. -(att-Sßtr+yfr} 

l(I + 2i''cosx + 2l"co3x'y+'} ~ {l + 2l'co3X + 2l"cosx'y+'' ^' ^ 

Fit porro pro i intinito 



(l + 2l' cos X + 21" CQ3 x')" 

1 dt dt' _ p"ätdt' 



Integrationis limites respectu ipsaium t, t' fiunt —00 et +co; inter quos 
limites habetur 

XJndc tandem jwo i, i' inßnitis evadit valor integralis 



/^ r^ Gos ixGosi'x'dx 
X "(T+ir''cos3; + 2;" 



eosa;') 
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si i', i in ratione finita manent -^ 



1.3...(2i-l).1.3...(2i'-l} ^E(jli'-2f\/^P'""' 

y''(i->-)''+'"+^'-"-'>(r)'(r)'' 

ubi 

E = rHl — 4.{l—r'){rH'l'~n"), 
M = {l + r^)ll~i{l — r'){Vl'—rr), 
radicalibus positive acceptis. 

Factorem numericum e (31) etiam sie exhibere licet: 

(-4)'+*'7r «(» + I)...(«+^' + i'- I) , ,+.v w(« + l}...(« + i + r-l) ,- 

* 1.3...{2i-l).1.3.,.{2i'-l) ^ ■' 1.2...i.l.2...i' * 

Casu speeiali , quo i =^ i', r ^ 1 , fit pro i infinito 

/^ /"" aoä ix cos ix'dxdx' 

^ ,■ w(>? + l)...(« + 2i- l) r~^ (?')'(;")' 7t^ 

1.2... i. 1.2. ..i £^("^"-»(u-4rr-4rr' + \/£)'' 

posito 

E = {l + 21' -ir 'iV'){l ^ 2V —2l"){l — 1V -\- 2r){l~2l' — 21"). 
Si statuitur 

fit 

unde, designantihus a. b qua?itttates reales unitate absolute minores, habetur pro i infinito 

f^ f^ cos ix cos ix'dxdx' 
„u X f l~2acosx + a^ l — 2bcosx' + b^\' 
\ 2(l-a«) + "2(1-J^) J 

^ « (m + 1) (« + 2) . . . (n + 2^ - 1) l /TT^gTO- &') .■,,■ ^ 
2.4...2i.2.4...2i" V i^a^ö^ '^ ** ^■ 

Quae satis simplices sunt formulae. 
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14. 

Data oceasione, addam paiica de integralibus 
i'x'dxäx' 






cos 3; + 21" cGsx''f 

eorumque similibus; quae alio loco demonstrabo. Ac primum observo gene- 
raliter, quod est theorema magni momenti, designante ^ functionem ipsarum 
cos^, sin^, cosj;', sina;' rationalem qnamcumque, semper positivam, integralia 



f' f ' cosixcosi'x'äxdx' ff 

., i ^^^ i X 

n^ sinixcosi'x'dxäx' /-t^ /•r. 

~ Ä^^ ~' X Jo 



COS' 


ix-: 


sin? 


"x'dxdx' 






A" 




■ siH' 


ix 


siiu 


','x'äxdx' 



pro diversis ipsarum ij i' «alorihus integris omma per numerwm eorum finitum 
Uneariter exprinii. Et per cadem lineariter exprimuntur integralia iUa pro 
exponeiitibus ipsius A a proposito n numero integro quolibet differentibus. 
Integralia 

CQsixaosi' x'dxdx' 



ff 



(l + 2l'cosx + 2l" cos x' f 
omnia per quatuor ex eorum numero lineariter exprimi possunt. Si 
A = a -\~ b cos X -j- c sinx -\- coäx'{a' -\-b' i:osx-\-c' sina:) 
+ sin x' («" + 6" cos x -\- c" sin a;) , 
integralia 

■ coBixcoai' x'dxdx' /"" f^' aoäixsmi' x'dxdx' 



/~ /*" coB ix cosi' x'd x dx' C i" 

X ^ ^T^-— ' X X 

/" /"' sin ixcQfii' x'dxdx' f" C 

X '^' ""' X X 



ixcofii'x'dxdx' C^ C^ %\xiixsva.i' x'dxdx' 



omnia per seplem ex eorum numero lineariter exprimi possunt. Statuamus 
expressioni antecedenti ipsius A accedere duos terminos dcos2x-\-d' coslx', 
forma ipsius A convenit quadrato distantiae duarum planetatum, per anomalias 
earum excentrieas cxpressae. Quo casu liabetur theorema: 

,, Duarum planetarum. quae in orbitis ellipticis moventur, distantia, ad pote- 
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116 POKMULÄ TRÄNSFOEMÄTIONIS ISTECRÄLIUM DEFINITORUM, 

„staiem qvamcumque elata, si in seriem inßniiam etolveiida ]jroponitui; sccun- 
„dum cosinus ac sinus multiphrum anomaliarum earum eoccentrkamm. proce- 
„dentem: evolutionis coSffidentes numero dupliätei- inßnitae omnes per quin- 
,,decim ex earum numero lineariter exprimi possiint.'' 
Casu, quo summa ipsarum 2,l\ 21" positive acceptaxum ipsam l aequat, integralia 



rr- 



cosixcosi'x'dxdx' 



{l + 2l'cosx-h2l"coax')i 

revocare contigit ad pioductum duorum integralium elliptieorum , quorum 
moduli alter alterius complemeiitum. Sint enim l', l" positivae, ^— 2(1' -^ t'% 
ac statuatur 



vr + r' + 


Vr 


2\/r 




\lr + r + 


VC 



\ll' + V + \lv ' 
invenl, quoties i'äi, 

7c^ {2i' + 2i~l)(2i' + 2i-S)...i2i'-2i + l) X X il + 2l'coax + 2l"cosx')^ 

(— lY"*"' r^" 2--I 

S/l' + l" + \ll" X 

quoties i ä i', 

4 V.3^...(2i'—iy f^ f^' cos ix cos i'x'dxdx' 

"^ (2i + 2i'-l)(2i + 2i'-3)...(2J-2i' + l) J„ X (l + 2l'cosx + 2i"co3X-)i 

^Jl' + l" + \IV Jo Y T^ 

■ / aiii^''ip cos^^'f {1 — >.'^sin^f)"'~ '" (?<?. 

Cum sit X = -^^, modulus l e modulo z' per trausformationem Lande- 
nianam provenit. Si 
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eruitur casu , quo a ^ 1 , 

X ^ tang(45" — iJ), X = tang(ij), 

i ^ _1 l _ 1 

^l' + i"+^l'' H-sin{,JI)' "yr+"p+V^ ~ l+cos(^i)' 

Uuae formulae casum concernunt , quo duarum planetaruni distantiao mediae 
■d sole inter sc aequales existunt. Quo casu evolutiones vulgares secundum 
incliiiationis potestates deficiunt. 

E formulis antecedentibus , quac satis diffieiles indagatu erant, aliae 
niultae et ipsae valde memorabiles fluunt; de quibus omnibus alio loco nobis 
agendum erit. Si i = i', duae prodeunt duplicis integralis repraesentationes 
per simplicia, quae per substitutionem 

C039i(Ji, 9) = sin 2'} 
altera ad alteram revocantur. 



Si in formula (7) substituimus loco sin^'^ eius evolutionem secundum 
cosinus multiplorum ipsius Ix, provenit 



(37) / /"{ cos x) ms ixe 



-1) 



Ubi singula integralia rursus per eandem (37) transformantur , posito succes- 
sive i = 2, 4, C, . . . , prodit 

2,4.6...2i / f{coäx)aosixdx 

/■" r ri i f''^^'' / 4 1 \ 

= ] ^4'"~2T+rxr(i-¥™»^-+¥'="*-) 
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Qua repetita transformatione, pervenimus ad seriem infinitam, per quam inte- 
grale propositum repraesentare licet, 

(38) f f{coax)cosixdx = f dx{a.f^'^ — ^f'-''+^^-\--if+*^~^f<'+^^^ ) 

-'o Jo ' 

ubi /''™' designat ipsius —4~ valorem pro s = cos,r, atque a, ß, 7, ä, 
sunt numeri constantes. 

Sit f{s) — cos(x2), i numerus par, erit e (38) 

/ cos (« cos x) coa ixdx 

= (- 1)*'»'/ dx cos (, cos J) [, + ^ ,.' + , ,' + 8 ■/• + . . .]. 
Sit f[z) = sin(zjr), i numerus impar, erit e (38) 

/sin (ic cos x) cos ixdx 
_ 

=. (-l)^<''-^*x^y"^^cos(xcos:r)[a + ßx^ + T.* + 8x«+...]. 
linde pro * sive pari sive impari fit e §. 9 

(39) a+ßx^+Y^*+8x«+..- = ^ 



2,(2^ + 2) ^ 2■4■(2^ + 2)(2^ + 4) 2■4■6.(2^ + 2)(2^ + 4)(2^ + 6) 



de qua formula numerorum a, ß, Yj 3i ■ ■ ■ dcterminatio peti potest. 
9. Juli 1835. 
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DE EVOLUTIONE EXPEESSIONIS (;+2/'cos9+ 2rcos<?')-« IN SERIEM 

INFINITAM SECUNDUM COSINUS MULTIPLüEUM UTRIUSQüE 

ANGULI 9, ffi' PEOCEDENTEM. 



Grelle Journal für die reine und angewandte Matliematik, Bd. 15 p. 205— 228. 



Egregiam olim in Eocercitiis calciiU integralis, repetitam deinde in opere 
de Functionibus elUpticis, conscripsit 111. Legendre disquisitionem de evolu- 
tione expressionis 

( 1 — 2 a cos y + (t^)~" 

in seriem inünitani, secundum cosinus multiplorum ipsius 9 procedentem. 
Facile perspicis, principia disquisitionis extendi posse ad evolutionem digni- 
tatum expressionis magis complicatae , ex. gr. ad evolvendam expressionem 

(« -f ^ cos y -|- c sin tp + t^cos^'p + eeostt' sin^ -|-/sin^9)~"; 

quam quaestionem valde utilem soUerti nuper discipulo commisi, qui mox ea 
perfunctus erit. Quamvis vero in his quoque rebus gravia restent, in quibus 
tractandis a novis principiis proficisci debes, hoc loco ad alius generis dis- 
quisitionem metliodos viri illustris applicabo, videlicet ad evolutionem digni- 
tatum expressionis duos angulos involvcntis, secundum utriusque anguli mul- 
tipla instituendam. Expressionem autem, ut in re minus nota, simplicissimam 
elegi lianc 

(l + 2^008 9 + 2l" c03f')~", 
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in cuius evolutione hoc loco acquieseam; theoremata qiiaedam de expressio- 
nibus complicatioribus a me inventa in alia nuper commentatione indicavi. 

Evolutionum secundum multipla unius angali procedentium coSfficientes 
omnes ad numerum earum finitum revocari possunt. In evolutionibus secun- 
dum multipla duorum angulorum procedentibus, cum coefficientes sint numero 
dupliciter intinitae, dubium oriri potest, an una pluresve series coefticientium 
simpliciter iniinitae cognitae esse debeant, e quibus reliquae determinentur, 
sive et hoc casu numerus coefficientium finitus reliquis omnibus determinan- 
dis sufficiat. Nam si evolutionem secundum multipla alterius anguli ordinas, 
et per mcthodum vulgarem relationem inter coefficientes quaeris, videbis, 
co6fficientes evolutionis propositae formare series dupliciter recurrentes, quarum 
termini assignari omnes non possunt, nisi eorum infiniti numero dati sint. 
Sed cum evolutionem secundum alterum quoque angulum ordinäre liceat, al- 
teram eruis relationem ab antecedente diversam; quo intelligitur , coefficientes 
evolutionis propositae formare series dupliciter- recurrentes secundum duas scalas 
inter se diversas. Generaliter quidem eiusmodi series dupliciter recurrentes 
formari non possunt, quae duabus simul scalis quibuscunque satisfaciant. Est 
enim problema plus quam determinatum, aive unusquisque terminus ad ante- 
cedentia pluribus modis revocari poterit, unde üeri potest, ut ex aequationi- 
bus inter coefficientes, quas duae illae scalae suppeditant, aliae aliis contra- 
dicant. Si vero, ut in quaestione nostra, eiusmodi series re vera dantur, 
aequationes, quas duae scalae suppeditant, cum sibi ipsae contradicere ne- 
queant, aliae aliis contineri debent, sive complures ex earum numero erunt 
abundantes. Videbimus igitur, per alteram scalam coefficientes numero du- 
pliciter infinito ad series earum unam pluresve simpliciter inünitas revocari; 
aequationum deinde, quas altera scala suppeditat, pars ulteriori reductioni 
adhiberi poterit, pars abundabit. Qua reductione ulteriori, facile tibi per- 
suadebis, quaecunqiie sit expressio cosinuum vel sinuum duorum angulorum 
rationalis finita, cuius potestas secundum multipla utriusque anguli evolvenda 
proponatur, perveniri ad coSfficientes numero finitas, ad quas reliquae omnes 
revocari possint. 

In casu simplici , quem liic consideramus , habentur duae relationum 
scalae inter quinque coefficientes 
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e quibus, unam eliminando , quinque alias deducere licet, quarum binae reli- 
quarum locum tenent. Alterius relationis ope coei'ficientes omnes ad duas 
earum series simjiliciter infinitas ^,;ü, /),_, revocari possunt; quarum deinde 
termini omnes per alteram relationum scalam ulterius reducuntur ad quatuor, 
ex, gr. ad hos 

iVo' Ai' -^1,0' ihr 

Praeterea aequationes ex altera scala proveniunt numero dupliciter infinito 
abundantes. Quae quomodo reliquis contineantur , accurata ratiocinatione 
demonstravi. 

Numerus coSfficientium, ad quas reliquae omnes revocari possunt, con- 
stare nequit, nisi antea constet, quaenam aequationum, quae inter coefficien- 
tes evolutionis locum habent, abundent scu ex reliquis sponte fiuant. Nam 
unaquaque aequationc , quae reliquis non continetur , ille numerus unitate 
minuitur. Sive autem ad calculum coefficientium illis reductionibus uti pla- 
cet, sive non, id semper gravissimi momenti est, ut bene scias, ad quemnam 
earum numerum omnes revocare liceat. Distinctio ista in aequationes ad re- 
ductionem coefficientium necessarias et in aequationes abundantes seu super- 
fluas in casu nostro simplici sine magna difficultate transigebatur ; sed in 
casibus magis complicatis üeri vix potest propter calculos inextricabiles, ut 
generaliter ex ipsis aequationibus cognoscatur, quaenam reliquis contineantur. 
Qua de re ipsas examinavi aequationes duas differentiales , c quibus relatio- 
num scalae petuntur; quo facto, regulam generalem inveni, qua aequationes 
abundantes a neccssariis distinguantur, quamvis complicatae illae sint expres- 
siones, quarum potestas evolvenda proponitur. Seiunctis igitur aequationibus 
abundantibus , in reductionibus per reliquas efficiendis non metuendum est, 
ut in aequationes incidas idcnticas, sed regulae illius benificio tuto et sine 
omni ambiguitate omnibus casibus numerum minimum coefficientium assignare 
vales, quibus reliquae omnes determinantur. 

Ex aequationibus , quae e duabus rclationum scalis sequuntur , aliae 
innumerae formari possunt, quarum eas prae caeteris consideravi, quae alte- 
rum indicem cundem habent, sive ordinata evolutione secundum cosinus mul- 
tiplorum alterius anguli, qui in functiones alterius anguli multiplicantur se- 
cundum cosinus multiplorum eius procedentes, relationes inter coefficientcs 
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harura functionum unius anguli investigavi. Eelationum scala, quae inveni- 
tur, est inter quinque terminos se proxime insequentes, qua omnes, uti fieri 
debet, ad quatuor revocantur, E qua deinde scala aequationes difFerentiales 
deduxi, quibus functiones illae satisfacere debent; quae tertü ordinis inve- 
niuntur. Ubi vero aequationes illae differentiales directa via de aequationi- 
bus duabus differentialibus deducuntur, e quibus duae relationum scalac fluunt, 
aequationes differentiales assurgunt tantum ad ordinem secundum. Sed acci- 
dit, ut relationes inter coefficientes functionum illarum unius anguli ex ae- 
quationibus ditferentialibus secundi ordinis magis complicatae evadant, quam 
qaae ex aequationibus differentialibus tertii ordinis prodibant. 

Sub finem adstruxi formulas, quibus coefficientes evolutionis expressionis 
{l-\~2l' cosf-\-2l"cosf')^'-'''^^'', quas g'^,., dicemus, per ipsas ^^^^ sive per coeffi- 
cientes evolutionis ipsius (^-|-2/'cos'^ -f-sr'cos^')^ exprimantur. Quod fieri 
posse, facile patet. Harum enim expressiones per illas facillime inveniuntur, 
sola multiplicatione per ^-!-2^'coscp-[- 2r'cos(f ' facta. Unde quatuor coefficien- 
tes pi_^. si per ipsas q^^g. exhibemus, quae et ipsae ad quatuor revocari pos- 
sunt, singulas j,-,,- ex ipsis ^^,.. per resolutionem quatuor aequationum linea- 
rium obtines. Qua in re circumspectione quadam agendum est, ne in calculoa 
prolisiores incidas. Per considerationem valde facilem et directam inveni 
quatuor aequationes Hueares simplicissimas , quibus p,-,,, /j,_],<, ^^c^d Pt-i.i'-i 
per q^y, ^(„i,,-, qi,i'-i, 5.-i,.'_i exprimuntur. Quae formam curiosam habent 

aw -\- ix -^ cy -\-d0 = t, 
hw -{- ax -\- dij -\- c^ ^ t', 
c,tv -r dx -\- ay -\- b z = t", 
dto -j- ex -\-by -\- az = t'", 

in quibus adeo d = ; quod aequationum genus per solas additiones et sub- 
tractioncs eleganter resolvitur. 

Quoties problema a resolutione aequationum linearium pendet, hodie 
seorsim examinare solemus casum, quo reaolutio fit illusoria, sivc quo deno- 
minator valoribus incognitarum algcbraicis communis evanescit. Qui casus 
in hac quaestione obvenit, quoties valor absolutus ipsius l aequat summam 
valorum absolutorum ipsarum 2 1\ 2 1". Quo casu meraorabili duciraur ad no- 
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vam relationem inter quatuor coefficientes , ad quas reliquae omnes revocari 
possunt. "Uiide eo casu coSfficientes omnes revocari posstmt ad tres. lam 
ipsas formulas apponamus. 



Propositum sit, expressionem 

in seriem infinitam evolvere, secundum cosinus raultiplorum atriusque anguli 
tp , 9' procedentem ; quam seriem repraesentemus per formulam 

designante e basin logarithmorum naturalium, atque indicibus i, i' tributis 
valoribus omnibus a — co usque ad -j-co. Cum in evolutione proposita tan- 
tum Cosinus angulorum inveniantur, fieri debet 

unde, si ipsis i, i' valores tribuuntur a 1 usque ad co, seriem proposltam 
etiam hoc modo rcpraesentare possumus ; 

A"" = Pao-\- 2 2p,. „cos i'p-\- 2 2 ^^j, cos j'fp'4- ^^i*,' j-rCosi-f cosi'f'. 

Coeflicientium /),.,,-. habetur expressio per integralia definita 

(1) Pi,i' = ^J^ j^ (;+2rcos9 + 2r'cos¥'f ■ 

Quae integralia demonstravi nuper transformari posse in has : 

Relationes inter coefficientes evolutionis ^^f, nanciscimur hoc modo: 
Statuamus JJ = A~", erit 

16* 
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Of da ötp ' ^ ' d'f ' 

(3) 

In quibus aequationibus substituamus expressiones 

quo facto, si statuimus, prodirc 

(4) 
invenitur 

= ä.,,, = qiA,, + r(i.,„,,,,+%,,,) + ra)j,,_,+i.„,^.,)] 

+ (»-i)i'b„,,-i',+,,,.], 

(6) 

» = *(., = ''[';",,,. + ''(-!',-i,,. +-!',+.,.■■) + !"{-!',,,■-,+-?,..'+. )1 

+ (»-i)i"b„r-.-y,,..+.] 

sive 

» = J,, = i ['-!>, .' + !"(-f',,._,+J>,,+i)l + i' [G + «-l)j',_i,. + (i-» + l)?»,.0, 
(6) 

= ;.,,, =i'[iy,,, + i' (j,,__,,+j,^_ ,,)]+r[(i'+»-i)y,,,,_,+(i-..+i)i.j,,j. 

E (5) facile sequitur 

w « = f...' = '"'i;!!'"' = i'nj',w.,.-p.H-.,,o-''"Ci',,,^,-iJ,,,+,), 

de qua aequatione exponentem n et constantem / prorsus abiisse videmus. 
Porro sequitur e (6), (7) 
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ö ^ fi.i-^hi- = ^'[^n^+^r^,,, .,]+r[(r-i+n^i)p,,,_.+(i'+i-«+i)i',,.+J, 

--/:-.,. + 5,,,. = i [ip,,, + 2r>.^.._,] + r[(i~i'+«-l)p^_.,„ + (*+i'-« + l)i>^,_..], 

Duae aequationes (5) sive (6), in quas primum incidiraus, sunt inter quinque 
terminos ^,.;-, jOi_i,i', pi+i,i', Pi,i'-i^ Äi'+i' quarum unam si eliminamus , quod 
quinque modis fieri potest, pervenimus ad quinque aequationes (7), (8), quae 
tantum inter quatuor terminos sunt. Septem aequationes (6), (7), (8) omnes 
e duabus quibuslibet ex earum numero pioveniunt. Si vero datum supponis, 
haberi p^^, ^p_i^i. , aut ^^,- ^^,;_f. , sufficit unica aequatio. Nam si ^; ;. =^_^^,, 
mutato i in — i, aequationum (8) duae priores; si j3,;;. ^^jo^,_i., mutato i' in 
— i', aequationum (8) duae posteriores in se invicem abeunt. 

Formulae (7), (8) exceptionem pati videntur, si b =^ 1 ; eo enim casu 
duae aequationes (5) seu (6) in eandem abeunt, neque fieri potest, ut reli- 
quae ex iis deriventur. Sed observo, aequationem (7) etiam directe derivari 
posse ex aequatione . differentiali , quae generaliter valet , quaecunque sit ü 
ipsius A functio, 

*■ •* d'o df' d<o' d<f ' 

quippe quae casu nostro , substitutis ipsarum Ä , Z7 expressionibus , facile 
supp editat 

(10) f |?-|4 ?IL = _,f <,,+-.v=i ^ „, 

unde etiam pro n — 1 habetur Z"^,, — , quae est aequatio (7). Cuius ope 
deinde reliquae aequationes (8) demonstrantur, Casu igitur « = 1 habentur 
e (6), (7) inter coefficientes evolutionis ipsius 



; + 2?'cos<p + 2i"' 



- ^Pui 



■ip + i-(f)v'-i 



aequationes 

(11) 



= iR.,, + i'(j),_,j,+i>^,.,,)+ !"(2>,,,._, +?,,,,+,). 
>'''(P,-i.e —l'i+i.e)—'l"(j>i,.-, -Pi,.+,'l , 
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quarum prior etiam de aequatione A (7 ^ 1 derivari potest , quae simul eius 
exceptionem indicat, quae pro ( == i' =: o locutn habet. Quo casu aequa- 
tionis illius expressio ad dextram non evanescit, sed unitati aequalis fit, sive 
habetur 

(12) 1 - ;i'o,o + 2^>i.o + 2rXi- 

Vidcamus iam, quinam sit numeTus minimus coefficientium p^^f, ad quem 
per relationes inventas reiiquae omnes revocari possint. 



3. 
Ex altera aequationum (6), ex, gr. e prima y^^. — 0, patet, co6fficientes 
omnes pi^i- lineariter exprimi posse per p^^f, et p^^; quippe quae formula ge- 
neraliter docet, quomodo per coefficientes pi^^^i, p^^' co6fficientes jO,-,i'+i sive 
etiam per |»f,j-+.n Pi,f ipsfi« Pi.i-~i Uneariter exprimantur. Ut vero coSfficien- 
tes pi;f,. pi^i ulterius reducamus, advocanda est altera aequationum (6) Ä,.^' — 0. 
In qua si primum ponimus t' = 0, prodit ^^_j = Ai' unde, si idem facimus 
in aequatione ^(_(. = 0, prodit 

(13) - i[lp.,+ 2rp.,] + l'[(i + n-l)p^_^,^+{i~7i + l]p^^,;\, 

cuius formulae ope coSfficientes p^ iam ad coefficientes ^,-o revocantur. Porro 
in aequatione A;^^. = statuamus i' ^ 1 : ex aequationibus ^,-i = 0, Ä,_, = 
derivantur quatuor aequationes (S), in quibus ^' — 1 ponatur. Quarum tertia 
suppeditat 

(14) = ':[;i),. + 2;>.j + r[(i + «-2)i)^_,^. + (;-«+2)i,,^j^,], 

cuius aequationis ope vice versa coefficientes ^,._o per ipsas f,_i exhibentur. 
Utraque (13), (14) iunctim adhibita, facile e quatuor coefficientibus p^f,, pa^i, 
Pio! pi\ teliquae p^^g, p^j determinantur , in quibus i> 1. Posito enim in 
(13), (14) i = 1, habentur p^^^^ Pu' posito deinde i = 2, habentur p^^^. p^j et 
ita porro. Nee non ex aequationibus appositis facile demonstratur , quod 
natura evolutionis propositae poscit, haberi generaliter 
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Undc quaestionem restiingere licet ad eum casum, quo i, i' valores positivos 
habent. 

Trorsus eadcm ratione ope aequationum ^,_;r = 0, h^^^' — i) , Ai^^. = 
coefiicientes p/^i- omnes ad quatuor reducuntur. Nam e ^,^^. = ü omnes ad 
Poi'! Pir revocantur; porro e ^o,!- = fit p-i,i- ^ Pw ■, unde ex aequatione 
Ao_;. = revocatur pi^^. ad po.r ! denique si e ffi^^. = ü, Aj,;, —So deducimus pn- 
mam (S), etiam /Jq,,, ad ^i^^. revocari potest. Utraque aequatioue 

iunctim adliibita, coefficientes p^^^,, ^,^;r, ad quas reliquae omnes p^^. revocatae 
sunt, rursus ad quatuor pt^f,, p^^i, pi^, p^, sicuti supra, revocantur. 



Aequationibus _^,_,.. = U, ä^-q = 0, A,;i = vidimus coefficientes p^^ omnes 
per quatuor dcterminari ; sed ut certum sit, hunc esse numerum minimum 
coefficientium, ad quas reliquae revocari possint, insuper demonstrandum est, 
acquationes reliquas h^. = ex illis sponte fluere. Nam si, ope aequationum 
illarum ipsis ^,.,.- expressis per quatuor ex earum numero, vel una aequatio- 
num Ä,_j- = 0, in quibus i' > 1, sivc i' < 0, non evaderet identica, haberetur 
nova inter quatuor illas coefiicientes relatio, neque is foret minimus coeffi- 
cientium numerus, per quas reliquae determinentur. 

In finem propositum demonstrabo, si aequationum (6} altera valeat pro 
Omnibus ipsius i' valoribus, altera vero loco i' posito et i' et i' — 1, eandem 
valere, loco i' posito *'-|-l. Quoties vero aequationes [6) valent, loco i' po- 
sito et ■(' et *'— 1, pro iisdcm ipsius i' valoribus valebunt aequationes (7), (8); 
et vice versa, si demonstratum erit, unam aliquam aequationum (7), (8) 
valere, loco i' posito i'-\-\, cum altera aequationum (6} pro omnibus ipsius 
i' valoribus valeat , etiam altera aequationum (6) valebit, si loco i' poni- 
tur i' -|- 1 . 

froficiscimur ab aequationibus, quae e (7), (8) proveniunt, 

= -/;■-! ,' + Vw' 
= i'[h\^, , + 2^>,,.] + l'"[{i' + i + «-2)^.,._, ,_, -f- {i'-i -« + 2)p,_, ,,^J, 
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E (a), (fc) sequitur 

= 2(i'rä— ir'>.., + *'u>._,^^,~-iir>..,_j 

quae formula e (c) in hanc mutari potest: 

quae tandem e (d) fit 

= ~2iV''^p..,~-iU"p..,_^j 

+ rr'[{i'-.-« + 2)p._,_,.^,-{i' + i-« + 2)i;^,,,,^j 

sive, divisione per l" facta, 

Videmus igitur, ex aequationibus (ß), (i), (c), (rf) sequi aequationem (e), unde, 
si pro Omnibus ipsius i valoribus habetur ff,j'^i = 0, ^^^^. ^ 0, y,,r+i = 0; 
^j,i'-i = 0, Ä,.^j. = 0, ideoque e (7) fi^i'_i = 0, ^^j. = 0, erit etiam fi^^'^i ^ sive 
Ä( .-^1 = 0, q. d. e. Et cum etiam ex aequationibus (a), (c), {d), (e) sequatur 
(i), eodem modo videmus, ex aequationibus ^,-,;-_i = 0, ff^i- — 0, ^.-f+i = 0, 
Äi,f'+i = *^i K,i' = ^ sequi hi_i<_-i =^ 0. Uiide, si valent aequationes g^_^: = pro 
Omnibus ipsorum i, i' valoribus, porro habentur pro omnibus ipsius i valoribus 
aequationes A,-_o = 0, Ä,_i = 0, generaliter etiam pro omnibus ipsorum i, i' va- 
loribus (et positivis et negativis) valebunt aequationes A,-,f = 0. Hinc, cum 
ope aequationum y,-_;r — 0, A;^,, — 0, Ä,.^, = coßfficientes p^^^, omnes ad quatuor 
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ex earum numero reducantur, patet, eum nutnerum per reliquas aequationes 
Ä._. = ulterius reduci noii posse, quippe quae ex Ulis sponte fluunt. Unde 
etiam, si per aequationes gi,f = 0, Ä,-,,, =^ 0, Ä^,] ^ coSfficientes omnes per 
quatuoT exprimimus, earumque valores ita expressos in aequationibus Ä; ,.. =^ 
substituimus, in quibus i'> 1, sive i' < 0, aequationes illae identicae evadere 
debent. 



Ut ex ipsis po^o, ^„i, pi^^, p^.^ dedacantur valores ipsarum ^^(,, quae in- 
dices proxime maiores habent, adhiberi possunt aequationes, quae e (8) fluunt, 



(15) 



(w — ^ß'Pifi — ip, 

(w— 3)rpj2 = ip^ 

{n— S)l'P2j = iPi 
(n— 3)ri»3o =2lp. 

{n i)i"p22 ^= ^P', 

(n — i)t'p^2 ^ Ip, 



+ 4ix, + (« + i);X^: 

+ 2l"p,_,-\-{n-2)l'p^ 



Si in duabus aequationibus postremis substituimus ipsarum p^^^, p^,^, ^j^, p^^ 
valores per poß, |>o,i: Pi.oi Pi,i expressos, quales per aequationes antecedentes 
exhibentur, duo ipsius ps^ valores, qui inde prodeunt, erunt identiei; unde 
earum aequationum altera abundat. 

Quatuor coefficientes, e quibus reliquae determinantur, generalius statui 
possunt 

P(.,., n-.i'-n Pi-^.r' Pi-i.i'-i ^^""^ hi" ^.-,.■'+1' %!.;■. Pi+u-+i> 
sive quatuor, quae alterum indicem eundcm habent, ex. gr. 
Po,Q> P<i,v 2'o,2' i'0,8 äive i)oo, Pj_(,, i)g„, p^j^, 
sive generalius quatuor quaecuiique p^^^, , pg g, , p ,, p^ ^, , inter quas nuUa 
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habetur relatio. His enim per jöo,05 i'o.n Pi.o! P],i exprcssis, hae vice versa per 
illas exprimi possunt. Quibus expressionibus substltutis in valore coefficientis 
cuiuslibet ^,_^;, per ^q^o, p(,_i, /),,„, p^^ exhibito, habebis p^^^. per p^^', jOpa'' P-if' 
Pif expressura. 

Ät quatuor illae coefficieiites , e quibus reliquae deterininentur , noii 
eligi possunt c numero coefficientium 

Pij'< Pi^i.tn Pi+^.v, PiX-V Pi.i'+V 

inter quas duas aequationes (6) invenlmus. Nam inter quaternas ex earum 
numero una habetur relatio, neque ex iis uUam aliam determinare licet nisi 
quintam. 

Casu speciali, quo n numerus integer positivus aut negativus, alia insn- 
per excludere debes coefticientium systemata. üx. gr. , si ü = 2 aut n ^ 'S, 
excludere debes systema coefficientium ^o,o) Po,i> Pun^ l"!,!) quippe inter quas e 
(15), si « = 2, duae habentur relationes 

si H — 3, una relatio 

Innumera alia systemata trium coefficientium, inter quaa relatio linearis habe- 
tur, eo casu obtines ponendo in (8) i' ==^i-\-n — 1, unde tit 

(16) - ;?',,,+„_i + 2rp.^^^^.^,,_^ + 2r>,,.+„^,. 

Neque igitur, si n numerus integer positivus aut negativus, e quatuor coef- 
ficientibus, per quas reliquae exprimantur, esse possunt tres , quae in (16) 
inveniuntur. 

Statuamus, coSfficiciites omncs p^y per quatuor ex earum numero p, p', 
p'\ p" expressas esse ope aequationum 

p^^., = H...p + H'.,,p'^H'l..p"-\-B':^.,p"', 

aequationes omnes (6) et quae ex iis deduci possunt (7) , (8) , substitutis Ulis 
ipsarum p^^^, valoribus, identicae fieri debent, sive termini in p, p', p", p'" 
ducti seorsim evanescere debent. Hinc sequitur, aequationes (6), nee non (7), 
(8) adhuc valere, si in iis loao p scribatur aut II aut H' aut H" aut -ff'". 



Hosted by 



Google 



DE EVOLUTIOHE ESPKESSIONIS {^+ 2 TcOS 'f + 2 /" COS 9')"". 131 

HabeiituT igitur e (6) inter ipsas H,.^, aequationes 

Quarum aequationum ope quantitatcs omnes ^^_^. per formulas plane easdem 
atque ^^ ,, e quatuor ex earum numero determinantur. Et aequationes plane 
easdem habemus inter quantitates if,',., H"^., ,H^", . Si statuimus 

P = Püfi^ P' = Plfi} P" ^ Po,\' 1'"' =i'l.l! 

erit 

-f/o„ -- 1 , i/;„ = Hl^ = R'l^ = 0, 

H^^ ==■ 1, i?,„ ^ B'i^ = h;;; =- 0, 
//;;, - 1 , £„, = //„;, = zr;; = o , 
h;;; = i , s, , = i/;^ ^ ff;;, = o. 

Qui valores omnibus H;,,.,, Hli, H"f., H"^^. determinandis sufficiunt. 



Vidimus antecedentibus , relationes omnes , quae inter coefficientes evo- 
lutionis propositae locum habent, et quae ex aequationibus differentialibas 
(3) proveniunt, distribui posse - in duas classes, quarum altera eas continet 
relationes , quae ad reductionem cocfficientium ad minimum earum iiumerum 
necessariae sunt, et quarum nuUa icliquis continetur; altera classis continet 
relationes abundantes seu quae eV illis deduci possunt. Cum vero pro expres- 
sionibus ipsius A magis complicatis ista deductio valde molesta sit, demonstre- 
mus, quomodo pro exprcssione ipsius A quacunque distributionem relationum 
inventarum in necessarias et superfluas ex ipsis aequationibus differentialibus 
petere licet, e quibus relationes illae proveniunt. Antemittimus observationes 
sequentes. 

Sint A, U functiones ipsarum ^, cp' quaecunque, ac statuantur 

, dU , dA ^, öAÜ 
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erit 

df Örp' L Ö» Ö(p' Ö9' d'^ j' 

ideoque 

(„_i)ri^<i,._-^*i = ^r * „^1 

^ 'L af äcp' J La?' s.? J 

sive 

Si JI7 ^^ A ", habetur identice <& ^= 0, $' ^ 0, e quibus aequationibus , posito 

duo proveniunt systemata aequationum , quae inter ipsas p^ ;. locum habere 
debent. Sed ubi per alterum systema iam identice habetur 0^0, erit 
etiam e (18) 

Ope huius aequatiünis , posito 

coSfficientcs P^ ad certum earum numerum revocantur P„, Pa, Py, . . .; qui- 
bus evanescentibus , omnes P^ sponte evancscunt. Unde in altero aequationum 
systemate numero * tantum valores a, p, ■^, . . . tribuantur necesse est. Eidem 
aequationi (19) etiam satisfit, si loco ^' poiütur A"'"""'', unde, posito 

etiam ipsae H^ omnes ad if„) Jf,, H^. ... revocari possunt. Qua de re 

habetur haec regula generalis : 

„Designante A expressionem ipsarum cos(p, sin 9, eostp', sin 9' quamcunque 
rationalem, integram, ßnitam, sit ü^ A"" in seriem evoluta '^pi^i-e'^ '^ ~^, 
qua substituta expressione, prodeat 

. du 1 öA (jiB+i'QM\/:ri 

1— [-n^—JJ — lg. „e^ ^^^ '^ , 

i— — ^+ m — — ^ U ^ 2,Ä^^.e^^i-'T )* j 
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statuamus porro , posito 

co^fficientes, ad quas reliquae H^ omnes revocari possunt, esse H^, H^, H , . . ., 
tum ex aequationibus , quae inter ipsas p^^i- locum hahent, ^,,-. = 0, Äof. = 0, 
h?,i' ^ ö, Äj,^^. = 0, . , , reliquae h^^^, = sponte fluunt; iüae autem, nisi casi- 
bus specialihus exceptis, omnes a se independentes sunt." 
Quoties A formam habet A-^- B cos^f -}- C am tp, ubi A, B, C sunt func- 
tiones ipsius 9', si ponitur 

4-'"-» = IB/I^-', 

notum est, e Ha, i?i reliquas omnes H^ determinari ; quo igitur casu, sicuti 

in nostra quaestione, ad reductionem ipsarum ^,._^' aequationes y^^,.- = 0, Äo^. = 0, 
k^^f, ^= et sufficiunt et necessariae sunt; reliquae h^f ^^ illis continentur. 
Si w = 1 , aequatioues, e quibus relationes inter ipsas p^ ^, peti debent, sunt 

AU = 1, '-,— -^ r- 3-T- = 0. 



dA_m__dA^d^ _ 

Hinc, ubi per alterura aequationum systema satisfactum est aequationi $ = 0, 
sponte etiam habetur 

A*' = 0. 
Huius aequationis ope , si statuitur 

(I)' = 2iZ.e'f^, 

coefficientes H,- ad certum earum numerum H^, H^, Sy, ... revocantur, 
quibus evanescentibus , omnes reliquae Ht sponte evanescunt; unde in altero 
systemate aequationum, quod e 0' ^ provenit, indici i isti tantum valores 
0; ß, i-, ... tribuantur necesse est, cum conditiones , quae reliquis ipsius i 
valoribus respondent, ex illis sponte demanent. Quae est regulae generalis 
modificatio quaedam, quae casu h= i locum habet. 
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Si per regulam appositam vel ullo alio modo aequationum , quae inter 
ipsas jP;^j- locum habent, distributio in necessarias et abundantes facta est, 
numerum ipsarum ^^;-, ad quas reliquae omnes revocari possunt, et quae 
ipsae irreductibiles sunt, sine omni amhiffuitate determinas. Quo iiumero in- 
vento, si ex aequationibus g^^i, = 0, A,;;- =^ ullum aliud systema eligere placet, 
cuius ope omnes p^^^. ad illum numerum revocare licet, has quoque ut neces- 
sarias considerare licet, ac certo scis, reliquas illis contineri. Alioquin habe- 
retur nova relatio , qua coefficientes , ad quas reliquae omnes revocatae sunt, 
ulterius reducerentur , quod fieri non posse suppositum est. 



Per quartam aequationum (8) 

^ - m''Pi,,+i^n\A + r{{i' + i + n-\)p^^,.,-{i-~-i^n-~l)p^_^^.,\ 

termini, quorura secundus index i'-|-l, per alios exprimuntur, quorum se- 
cundus index proxime antecedens i'. Quas expressiones si substituimus 
in aequatione 

o = i[2i>,, + ;j,,,,^,l + r[(i--i'+«-2)j,,_,,,^, + (i'+i^« + 2)j,^,,,^,], 

quae obtinetur e tertia aequationum (8) ponendo i'+ 1 loco i : provenit 
aequatio linearis inter eas tantum coefficientes ^i_;- , quibus alter index i' 
idem est. Quae, indice omnibus coefficientibus communi omisso, post leves 
reductiones fit 

0-;'Z'[(i+l)(i+i'+«-2)(i-i'+)--2)i>^_, + {i-l)(i-J'-K + 2){i+i'^)i + 2)i-..^,] 

(20) . +{i«~l)ir[(2i + 2«-3)ii._i + (2i-2w + 3)i>i+i] 

-\-i[2ii-' — {n^\f)l'V-\-{i^—\){U^lVV — a"l")'\p.. 

Cuius aequationis ope terminus quilibct ^^ e quatuor antecedentibus deter- 
minatur; per quam igitur omnes ad quatuor p^,, p^, p^, Pa revocare licet. 
Permutando V et l", i et i', e (20) aliam eruis aequationem inter quin- 
que coefficientes ^f,i-_2 , Pi,i'-i , Pi,i- , i'.-.c+i > Vi,i'+^ ' qiibus prior index i 
idem est. 
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Aequationem (20) etiam sie exhibcre licet: 

i'' l'l'iii + 1)^.,.^, + (i- 1) p^^ - 2 ipj 
= l'l'[ii + l)ii + n-2yp^_^ + (i-l)(:i-n-\-2)'p^^-2{n-iripJ 

+ (»'-l)M^'[(2i+2»-3)i>^._, + (2i-2« + 3)j,.^J+»(;^+2Z'^-4r)j.,.j. 

Casu w :^ I forma etiam haec ci conciliari potest : 

- i(i' — i)[l"(p^^+P,+.,) + 2ll'(p._^+p^^) + {P-\.2V^-il"')p.], 

quae paullo simplicior est. 
Posito 

A~" ^ U = II'.. e'"^'^-', 
cum Sit e notatione adhibita, omisso posteriore iudice i\ 

^i- = i) + 2i>^costp + 2i'3Cos2<p + 2pjeos39 -\ — ■, 

functionem P^. ope relationum (20), quae inter coSfficientes p^ locum habent, 
per aequationem differentialem linearem definire licet, Quam hoc modo in- 
quirimus. 

Aequationem (20) si in formam redigimus scqnentem : 

= [« + «'(i+2) + a"0-. + 2)^ + (i+2)ä]r;>^ 
^[a-a'{i-'l) + a"{i-2y-{i-2f]VVp^_, 
+ [6'(j+l) + 6"(j + ir+2(i + l)ä];!>_,^, 

+ [}y{i^i).~h"{i-\y+-2{i~if]ii'p^_^+[c'i^c-i^]p^, 

erit 

a ^ z(i'^—n^), a' = —{i'-^ — n'—^u), a" = — (2n + 3), 

h' = 2(2ra — I), h" ^ _(2)i+3), 

c'= 2[i'^—in — \y\VV—{n + 2l'l'—Ari"), c'" ^ ll'}-2l'l'—il"l". 



lam statuamus 



<^^'i'(p^2—Pi-2) =^ A) 
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«■!T[(i + 2)y^,+ (i-2)y,J + S-ir[(i + l)y^, + (i-l)j),_,] + c'.>, = L\, 

a"VV[(i+i)'p^,-{i-i)'f,_,\ + VlV[{i + i:)'p^,-{i-lfp,_,] = L", 

^'r[(i + 2)V^^,+ (i~2)*i>,■_J + 2"■[(' + I)>,+, + (•-l)'-P.■-.] + «■"'■■i', = ^. • 
erit aequatio proposita 

(21) = i, + i; + x- + i:-. 

Habetur autem, ipsi * valores omnes a — co usque ad +co tribuendo, 

Pf, = Ijo^cositp, -^ — = — ltPfSlni<f, 



d^Pf 



-Xi-.c 



«i'P,. .... . . 



2 [a'T r sin 2 (p + 6 " i i ' sin 9 ] 



dcp 



^ 2i. sinifp, 
; 2L! sin im, 



[2rrcos2cp4-4^rcos^ + c"']^^ = 2L;"gini(p. 

Quibus summatis , simulque ipsarum a, «',... valoribus substitutis, prodit i 
(21) aequatio differentialis quaesita, qua functionem P^. defiuire licet, 

(22) ^ MP,. + JM ' ^ + M" 55-' + M"' ^ , 

ä'f ä'f (i<f 

siquidem statuitur 

M = —G(i'^~n^)l'l' 3m2<a, 

M' = 2{i'^ — n^~Qn')VVoos2'p — i{2n — l)U'msf 

^2[i"—(n — iy]l'l'-\-ll^2l'r—H"l", 
M" = — 2(2K + 3)i'[;sincp + Z'sin2cp] 
= — 2{2n-\-3)l'aia<f(l+2l' coa^), 
M'" ^ 2l'l'co3 2<f-i-iirß03f + 11 + 21' l' — AVI" 

= {1+21' coäff —iri". 
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Expressioiiem M' etiam hoc modo repraesentare licet: 

M' = (l-}-2V cos fY — il"- ^i[i'^—{n -\- iy]l'Hm^'?—Snl' cos'^il + 2V cos'^). 

Permutatis in aequatione differentiali l' et /", i et i', tf et rp', alteram eruis, 
qua definiuntur functiones ipsius cp', quae in evolutione proposita in cosinas 
mnltiploram ipsius 9 mnitiplicantur. 

Integratio completa aequationis differentialis tertii ordinis propositac 
non nisi casibus specialibus succedit; sed eins unum integrale primum obti- 
nebimus sequentibus. 

8. 
Operae pretium est, ex ipsis aequationibus (3) 

df of dtp ötp 

via directa derivare aequationem diflerentialenis qua functio P.-r deiiniatur. 
Quae simul methodus casibus, quibus A formam magis complicatam habet, 
adhibeii poterit, quibus casibus methodus, qua antecedentibus usi aumus, ni- 
mis molesta foret. 
Sit rursus 

ac ponatur 

l.-]^2l'cosf = Ä, A ^ A-i-2l"cosip', 
unde etiam 

cosi'tp' ä'f' 



1 r^- CO 



2i"cosy')" 

Expressionibus ipsarum A, Ü substitutis in duabus aequationibus differentia- 
libus, habentur aequationes duae 

= i'lAF, + r{P,_, + P,,^,-)]+(n-l}r{P,,_,-P,^,), 



f äPt 
\ dt 

3uarum priore dift'erentiata, ope postKrioris provenit 

ärp 



Pl'+t \ I „ «i-^ p 

V ii>p ^ dif J^ d<f '■ 



dÄ ^ ^ ^„ / iiP..-i dff+A 
'' \ dtp drp J 
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Statuamus 



",— = A , -, .y ■= A" , -p^ ^ A , 

dp ^ ^, d'p_ ^ j,„ d'p ^ _p„ 

ärp ' dtp' ' ' df'-' ' 

c duabus aequationibus proxime antecedeiitibus provenit 

-2l"V'.._^^ = —AF[. — {i- + n)A'F... 
Si in piiore loco i' poniiiius r+ 1, prodit 

ar-p; = -^p;,^.+(i'-~.«+i)^'p,,^,; 

ex liac et posteriore eliminata P,''^i, prodit 

— 2l"{i'—n + l)A'F^._^^ = {A''—ir'')P:.-\-{l' + n)AA-F., 
sive 

— 2r(i'— w + i)p,^i = - ^ ~^^" p; + (i'+w)^p,, 

qua differentiata obtincmus 

^ -2r(i'-» + l)P;^, = (i'-^n-{^l)[AP'-'r{i' + n)A-F,], 
unde, multiplicatione per Ä^ facta, 

(23) = (A' — ir"}A'P;:-\-[—iA'' — iV')Ä"+i2n-{'r)AA"]F:. 

— (i'-^—n'')A'^F^., 
quae est acquatio dift'erentiaiis linearis secundi ordinis , cu.i functio P,- sa- 
tisfacit. 

Aequatio (23) valet, quaecunque in expressione 

A = j1-|- ar'costp' 
sit A ipsius 9 functio ; casu nostro substituendum est 

A = i+2rcosy, A' = — 2l'sm<^, A" = — 2rcos(p. 
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Quo casu ut e (23) aequatio tertii ordinis (22), supra per aliam methodum 
inventa, deducatur, aequatio (23) rursus diiferentietur, quo facto, cuiu sit 
A'" — —A', termiiii omnes per Ä dividi poterunt, unde prodit 

(24) 

-}-[Ä'' — -U"' — {i'' — {n-{-ir)A-'+inÄA"]F-,— 3(i'^—n'')A'A"J'.., 

quae cum aequatione (22) convenit. Cuius igitur vice versa integrale est 
aequatio secundi ordinis (23). 

Aequatio (23), quamvis inferioris ordinis sit atque illa supra inventa 
(22), tarnen condendis relationibus inter coefficientes evolutionis ipsius P^, 
minus idonea est. Nam e (22) petuntur relationes lineares (20) inter quinque 
cogfficientes /»,. se proxime insequentes; contra relationes lineares, quae e (23) 
petuntur, inter Septem crunt. Generalitei, designante P seriem infinitam se- 
cundum cosinus sinusve multiplorum anguli tp procedentem, quae aequationi 
dift'erentiali lineari satisfacit ; simplicitas relationum inter coefficientes ipsius P, 
quae, ex aequatione illa differentiali petuntur, nullo modo pendet ab ordine 
aequationis difi'erentialis , sed tantum a simplicitate expressionurn ipsius tp, 
per quas in aequatione differentiali ipsa P eiusque differentialia multiplican- 
tur. Quae expressiones in (22) simpliciores evadunt propter divisionem om- 
nium terminorum, quam per Ä sive sintp facere licuit. 

9. 
Demonstremus iam, quomodo, posito 

1 4- = 2y,, ,«"»+■''■"'=■, A-'-+» = I,,,,e"'+''»'l''=', 

termini j, i< ex ipsis j),.^^- commodissime determinentur. Ad quam determina- 
tionem hanc viam inire licet. 

Habetur, integralibus a usque ad t: extensis, 

1 er cos itp coa i'»' ^f ^9' 
Pii- = ^jj — nr— -^' 

J_ ff COS jrp COS i'f' dtp äf' 

hi' - ^JJ— ^> - - 

unde etiam integrando per partes 
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^iff 



2 1" siwp'smi'f' eos if dro d'-f' 



ideoque; cum sit 



,.. = ^ff 



(l + 21' cos f + 2("eos!o')cosi(pcosi'<p'ä 

^+1 



^// 



(n — i — i')p-; 



[lcosifCOsi''f' + 21' coa(i~l)(pcosi'f' +2r'cos(^' — I)tp'co3iy]dy(?tp' 



%- = Iq^-, -\- 21' q-_j _.,-{- 21" q..._y 

Ponamus in formula aiitecedente primum 1—i loco i, deindc l — i' loco 



*', deiiique simul 1 
tur, indicum signis ia 



n—l+i- 



(25) 



loco i, 1 — i' loco »"; unde, cum ^^^^r, ^'^^c non muten- 
opposita matatis, prodit systema quatuor aequatlonum 

p._^.. = 21' q... + lq._^.. 4- 2^" 9,._.i,;._i^ 

/)..,,_, = arg... + ^9..,..._i-l-2rff,_,^,,_,, 



Quarum aequationum resolutione coöfficientea q^j. per ^^,.. determinantur, quod 
propositum erat. 

Ipsam resolutionem modo sequente non ineleganter transigis. Statuatur 

i + 2r+2;"= k, 1-^21' — 21" ^ k\ l — 2l'^2l" = l", l—2l'^2l" = k"' ; 

per solas additiones et subtractiones e quatuor aequationibus ]»ropositis 
obtines 
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n—i—i' n-l-\-i—i' n — l^i-i'—i » — 2 + i+i' 

(2fi) 



n—i —i' n — l+i—i' n — \ + i'^i , »j— 2 + i+J' 

Quibus aequationibus respective per k, k\ k", k'" divisis, rursus per 
additioiies et subtractiones, posito 

i + F+^^ + i^""*. 
1,1 1 



(27) 



~T -r n — TT, — 7777 ^ -lÄ' 
k ' k' k k ' 



k k' h" k'" 
1 1 1,1 



' 4r, 



obtines 

, n—i—i' 

,, n—i—i' n—\-\-i—i' , n~\+i'—i , ^„n—2+i+i' 

,„n^^— i ,,„H— 1+*— ^ , , n-l+i'—t , , , n—2+t-i-t' 

j,n—l+i'—i , , n—2+i+i' 

li _-__^^, ^,^_^_|_Ä Pi^ii-^i- 
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Quae aequationes omnes ex una derivari possiint, ponendo 1 — i loco 
I, 1 — i' ioco i' vel simul utrumque. Statute 

N = lh'}:"h"' ^ {l + 2V -\- 2l")(l -^ 21'— 2l"){I — 2V -}'2l"){l — 2l- — 21") , 
ipsae Ä, h\ h". h'" per l, /', /" exhibentur per formulas 



(29) 



Docent formulae antecedentes , quomodo terminos quatuor p,,,., 7',_i,i'. Pi.r-i-< 
Pi-i.v-i per quatuor terminos iisdem indicibus affectos <;,,., (/(.,,;•, 5,,,-_t, ?,-i.,-~i 
et vice versa hos per illos exprimere liceat. 

Pervenimus hac occasione ad systema quatuor aequationum lineariurn, 
quae formam curiosam habent : 

atv-\-hx-\-cy-]-ds = m, 

bw-\-ax-]-dy-]-C0 = n, 

ctv~}'äx-^ay-\-bs = p, 

div ■^;- ex -\-l)y -\- az = q. 
Casu nostro est d = ; sed niethodus eadem casui appHcatar generalioii, quo 
d non evanescit. Et aequationes inversac, quibus w, x, y, z per m, n, f, q 
exhibentur, rursus eadem forma gaudent. 

Si I = 0, i'^= 0, formulae inventae evaduut 

— ■ '* Pin H « Pi\' 

,, , w — 1 n — 1 n~2 ,„ 

liss ^ ^ihfs -I- -^^ ^ IWfi + -^^ ^ Po.i + ^^ '' Pi.i ' 
(30) 

, ,„ , m — I , „ , n — 1 , , , w — 2 , 
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Ex aequatione 

n — i — i' , n— 1+i — i' , n—l+i'—i n — l+i + i' 

n '■' ' n ■'■-1.' )i ■" >,, 1 ' ^ ■'.-1,1-1 

observo reliquas trcs appositas eius similes per considerationem deduci potuisse, 
quae facile patet, mutato l' in — 1\ ipsas p/,,, ^^^^ immutata? manere, si * 
par, valores oppositos indaere , si i impar, eodemque modo, mutato l" in 
— l", ipsas /),.;., g,-_i. immutatas manere, si i' par, valores oppositos induere, 
si i" impar. 

Aequationem , qu;i supra ^v, ,. per ijisas ^,_,., expressimus , etiam hoc modo 
deduuere licet. Ex aequationibus enini 



: \/~l^i^,,,e<'"'?+''?''^-^ = 2*<rsm? . 



■9;,,-. 



seqnitur 

(31) -p,^,. = --.l'{q,_,_,,-q,_^.,y) = |r(2.,,_,--3, .,^,). 

Habetur autem ex aequationnm (8) prima, posito n-\-l loco n, q loco ^, 

= ^'(?2,.,. + 2rg._, ..)-r[(i-i'-jj)</,,-'-.-(* + ^'— '^)4,V.i-J 
sive 

unde prodit 

i 9^. ., + "■i^'^,_i .-. + 2r'(^^.^,_ j = p..., 

quae est aequatio supra alia methodo inventa. 



Seorsim considerari debet casus, quo N = kk'k"k"' =^ 0, sive una e 
quantitatibus k, k', k'\ k'" evanescit, quippe quo casu solutio quatuor aequa- 
tionnm linearium propositarum fit ülusoria. Et facile deterrainatur , quaenam 
c quatuor quantitatibus illis evanescere possit; nara, cum in hac quaestione 
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supponi debeat, ipsum A = l-{- 21' cos<fi -\- 2l" cosff' negativum fieri non posse, 
ipsum l minor esse non potest, quam summa ipsorum 2/', 21" positive accep- 
torum; unde, quoties 1+ 2l' ±2i" = 0, bina signa ± ita determinata esse de- 
bent, ut utrumque ±1', ±1" sit negativum. Statuamus V, l" positiva, quod 
licet, quia mutando if in 9 + 1^1 9' in ^'H-ic eorum signa mutare possumus: 
erit in casu, quem consideramus , particulari et qui limitem constituit, quo 
A semper positivum etiam evanescere potest , e quatuor illis quantitatibus 
ea, quae evanescere potest, 

h'" = 1 — 21' — 21" = 0. 

Unde prodit e formuUs antecedentibus 

, {n — i — i')p.., — in — \-\-i~i')p^_^.. — (n — l-j-i'—i)p..,_^ 
(32) 

+ (n-2 + i+i')iVM-i = 0- 

Quae aequatio; posito i — 0, i' = 0, in hanc abit : 

(33) npo_,-(«-l)(p,, + ^„_J + («~2)i>,^, ^ 0. 

Quae docet, e quatuor terminis j:>o,0' Pi.o^ 'po,v^ P\,i unum ad reliquos tres revo- 
cari posse , et cum termini omnes per quatuor illos lineariter detetminentur, 
habetur theorema: 

„In casu limite, quo A = /-|- sTcos^ -|-2Z"cos^', quod pro Omnibus ipsorum 
(D, (f' valoribus semper positivum manere supponitur , etiam evanescere potest, 
coefßcientes evolutionis ipsius A ", secundum cosinus multiplorum utriusque 
CD, (f' factae, omnes per tres ese earum numero lineariter exkiberi possunt.'^ 
Ut in illo casu limite, quo l = 2l'-\-2l", coSfficientes finitae maneant, esse 
debet /( <: 1 . Erit enim eo casu, integrationibus a usque ad - extensis, 

P,,i — -^Jj [2r{H-cos9) + 2r(H-cos<p')]" 
sive, posito iV = w^^ 4^" — H^'^ -y = 2^, 9' = 2^^', erit 
ä2i'l(Q,oü2i''Y d''.fdif' 



^tn 



Functio integranda, si n positiva, infinita evadit pro iis ipsorum 'ji, i' valo- 
ribus, qui a — infinite parvo discrepant; ut videamus, an ipsum quoque 
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ad valores iiios extensum , infinitum evadat , statuamus 

Tt X TT X' 

ubi w infinite magnum; qua substitutione fit 



-(-^r'4-;ss-. 



'hix 



w J 



Quod integrale, extensum a a: ^ 0, jr' ^ usque ad ipsorum x., x' valores 
quantumvis magnos, eos tarnen, pro quibus — , — infinite parva maneant, 
aequivalet parti integralis propositi, quae ad Ipsorum (jj, i^' valores angalo 
recto infinite propinquos extenditur et quae sola in infinitum abire potest, 
ab ipso autem valore integralis propositi fi^. tantum quantitate finita discre- 
pat. Quam partem, cum — , — semper infinite parva maneant, exhibere 
possumus per expressionem simpliciorem 



(-)-^//'- 



{yn^ X* ■\- w."^ 



Quae, posito 



m a: ^ r cos y , vn, x = >■ sm cp , 

integratione secundum if extensa a usque ad -- , secundum r a r^ usque ad 
r , abit in hanc : 

mm' IT* -'J r^" ~ mm' tt 2-2» I r^^-a r^«--i\' 

quae, cum — infinite magnum sit, fit, posito r^ = 0, infinite parva, si « < 1, 
valorem definitum non habet si n ^ 1 . Unde ipsum quoque integrale propo- 
situm pj_i; cum ab expressione antecedente tantum quantitate finita discrepet, 
finitum manet, si n<: 1, valorem definitum non induit, si «^ 1. 
Aequationem 
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concludimus ex aequatione 

(,,„i_i')p,^,_(„_l + ,-_i>__^.,_(n-l+i'-i)i,,^^,_, + (H-2+i + *')i;;_,,,_, 
= H h"'{q._.. — 2.-^j,^, — 2,. ;,_i + 2,-_i,i._i) 

casu, quo k'" = l — 2l' — 2l" evanescit, Hinc dubium nasci potest, an aequatio 
illa valeat, si n iiiter ü et 1; nam quia tum n-{-l inter 1 et 2, coefficientes 
omnes 5^,- infinitae evadunt simul cum k'" evanescente , ita ut iieri posse 
videator, ut expiessio 

quam simul cum k'" evanescere statuimus, eo casu finita evadat aut adeo 
in infinitum abeat. Qua de i-e ut certiores fiamus, quaerendum est, qui- 
nam sit casu, quo 1 < n < 2 , ordo infiniti, in quod Pi^^- abit, simul atque 
k'" = l — 2^—2/" infinite parva fit, 

Kursus designante w infinite magnum, sit k'" =^ l — 2l' — 2l" = — ^, Sit 
porro rursus il' = m^ il" — m'^, 9 = 2r|i, (p' — 2f]j', erit 






Kursus ponamus <^ = — — — , 41' = -|- — — , sequitur per ratiocinia eadem at- 
que antecedentibus usi sumus, valorem ipsius p^^^, quantitate finita discrepare 
a valore integralis 

integrationibus extensis a an = 0, x' = usque ad valores ipsorum x, x' 
infinitos, pro quibus tarnen — , — infinite parva maneant. Statuo rursus 
mx = rcoscf, m'x = rsin^, expressio antecedens, a ly = ü, r = usque ad 
(ii ^; — , r = r integrata, abit in hanc: 

mm' Tt^ JJ {l+r^f mm' tt 2~2ttlvi + rV i' 

quae expressio, per k'" = l — 2?' — 21" = —^ multiplicata , si n inter 1 et 2, 
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evanescit pro w infinito. Unde , cum p^^j, ab expressione illa tantum quaiiti- 
tate finita differat, etiam k"'pf^i; si n inter 1 et 2, sive, quod idem est, k"'q!j; 
si n inter et 1, simiil cum w infinito sive k'" evanescente evanescit. Unde 
videmus, quoties k'" = 0, etiam si n inter et 1, recte statui 

(n_j^i')2)..,~(n — l + i~i')i)._i^(, — (« — 1 + r— i)i).;,_, + (n-— 2 + i + i')i),._, .,_! 

= nh"-(g...~q._,..— q._..^^-\-q._.y^.._^) = 0. 

Regiom. d. 9. Oct. 1835. 
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ÜBER DIE ENTWICKELUNG DES AUSDRUCKS 

(fl ö — 2 ««'[cos o> cos tp + sin m sin 9 cos (ö — 9')"i -[- a'a')~^. 



Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 26 p.81— 87. 



Man kann einen Ausdruck von der Eorm 



durch das bestimmte Integral 

J_ f" ijl 

2ir Jp A + iBcoäTi + iO Sinti' 

wo i = V — t ist, darstellen. Setzt man in dieser Formel 

A = ftcoso) — d'eosfp, 

B ^ a sin « cos 0- — a' sin 'f cos 0', 

(7 =^ (X sin to sin ö — a' sin 9 sin !)', 

so erhält man den zur Entwiekelung vorgelegten Ausdruck durch das be- 
stimmte Integral 



SJaa — 2a «'[cos lu cos tp + siu (u sin (p cos (0 — 0')] + a'a' 

j_ /■'" lü 

2tc ^ a[cos«) + *sin(ucos(i) —■<))] — «' [cos y + Jsinycos(D'— v;)] 
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ausgedrückt. Es wird daher, wenn man 

F - r. - + r, -^ + r, -^ + . . . 

setzt, das allgemeine Glied der Entwickelung y„ durch das bestimmte Integral 



^j: 



" [cosy + isin(pcos(9'--v]) ]" d-^ 
[cosui +iaijnoeos{i> — ^1)]"+' 
geben. Setzt man 



[cos«p + isinycos(Et'— 7])]" = X„+2iX;c03(lt'— Ti) — 2X>os2(&'— .]) , 

[cos(u + isiiiü.co3(9 — 71)]''"+" = P„ + 2iP; cos(a-7j) — 2P;'cos2(a — ■>]) , 

so giebt die vorstehende Formel 

r„ = p„x„— 2p,;x;cos(o— i>') + 2P;'x;;co32((i— »■) 

Die Gröfsen P„, P'„, ... hängen nur von (o, die Gröfsen X„, X'„, ... nur 
von '^ ab. Sic müssen ferner dieselben Functionen respective von co und <p 
oder nur um einen Zahlenfactor verschieden sein , da V und also auch Y„ 
ungeändert bleibt, wenn man 9 und vo mit einander vertauscht. 
Setzt man uj ~ 0, so erhält man aus dem Vorigen 



ii"t» 






\aa — 2a a' 00s f + a' a' 
Setzt man tp = 0, so erhält man 

Y„ = -^ f [eos<ü + isiii«>eos(Ö — ■ii)]-'"+''d7] = P„, 

: p^ i _L P iil + P, 5-1 -I 



1 



S/aa— 2a a' COS Ol + a'a' 

wo die ersten Coefficienten X^ ^ P^ =^ i werden, wie sich ergiebt, wenn 
man a' — setzt. In den beiden Integralen, durch welche X„ und P„ be- 
stimmt werden, kann man für 9' — vj, i>^7j blofs vj schreiben. Da die beiden 
Radicale gleich werden, wenn man tp = tu setzt, so folgt, dafs P„ und X„ 
genau dieselben Functionen respective von tu und 9 sind. 
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Die im Vorhergehenden bewiesenen Formeln geben folgenden Satz : 
„Wenn 

' - ' I ". °! I ^, °'.' 1 

V««— 2aa'eosip + a'a' a a a 

und P„ dieselbe Function von tu wie X„ von tp ist, so hat man 



ii: 



\/ao — 2(1 a'[cosu> cos tf + sin w>siii!pcos(y- — Ü')] 4 

= - + p, Xj 4- + -Ps 2:, ~ H " 



Bieses schöne, von Legendre gefundene, Resultat und die Anwendungen, 
die er davon gemacht, haben den Anstofs zu L a p 1 a c e 's tiefsinnigen Unter- 
suchungen über die Entwickelung der Functionen zweier Winkel gegeben. 



Die Ausdrücke von X„, X^, . . ., P„, P^, ... findet man mit Hülfe 
des Taylor sehen Lehrsatzes und einer häufig anwendbaren Ausdehnung 
desselben auf Entwickelungen, welche nicht blofs die ganzen positiven Po- 
tenzen des Increments enthalten. Setzt man nämlich 

C0S9 = «, isÜKpe"' := ^;, 

so hat man die merkwürdige Gleichung 

2^(0089-1-19111 tpcosr,) = i;(2cosfp + isincpe"^-|-*siafpe~"') 

und daher 

[(« + 0)^—1]*' — 2"^*'(costp + i9m^cosii)" 

= 2%"(x,+iz;e"i — x;«'"! -ix;'f!"i +•■• 
+ iXi«-"i-x;e-"'-tx;'e-»"i + ...) 

-^ +x:^ +... 

— X;sin9^-'+X;'3mVÄ-* — X:'sin»9^-»-| )■ 
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Hier ist X.J" in die beiden Ausdrücke 

-J—s''+"' und (-l)"'2"sin--is'^-"^ 
sin"' 9 

multiplicirt. Nach dem Taylorschen Lehrsatze sind aber die Coefficieiiten 
von s"+™ und z"~'" in der Entwickelung von [{x-\-sY — 1]" 

1__ (i"+'"(:e ^-l)" 1 (?"-"' (a;^-!)" 

l'l (n+m) dx"+"' ' n(w — wj) dx"-'" ' 

wo n'(Ä) — 1.2...^. Man hat daher für X|"'' die beiden Ausdrücke 



X r" - - 



d"^ix'- iT _ JtD'! ^_ ÜÜX^if . 



2" n ()i 4- m) dai-H-" 2"sin'"y 11 {n—tu) äx"-'^ 

Für m — geben beide 



X» 



d-r(^'~lT _ 



2''ll(jj) da;" " 
Man kann daher für den ersten der beiden Ausdrücke von X,"' setzen 

Führt man, um den Ausdruck von P«"" zu finden, die ähnlichen Bezeich- 
nungen 

cos o> ^ ^ , i sin <u e"' — s 

ein, so erhält man wieder 

[ij, _|- ^y — 1] -<"+■> =^ (2 sy'-"-^^^ (cos (0 + i sin tt. cos r^ )"'"+" 

- (2 s)-"^'* (P„ + P^ ^^ -f F'; -^ + p;" ^V + ■ ■ ■ 

— P; sin«) Ä-^-l-P; sin^i" ä"^— P;" sin=cu ^-^H )■ 

Die Coefficienten von s-i-'+i-"'), j.-(«+i-Hii] werden hier 

-C^ PM f_l5^ 2-(«+l) gi^,„^ pW 

Um die Coefficienten derselben Potenzen von z aus der Entwickelung von 
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[{p-\-sf~l]~'-"+^^ zu erhalten, bemerke ich, dafs mau dasselbe Princip, wel- 
ches die Taylor sehe Reihe giebt, dafs nämlich die nach |> und s genomme- 
nen partiellen Differentialquotienten einer Function voii p-\-z einander gleich 
sind, auch mit Vortheil auf Entwickelungen anwenden kann, welche, wie 
die hier vorliegenden, positive und negative Potenzen von z in's Unendliche 
enthalten. Ist Mj der Coefficient von z'', so wird der Coefficient von z*"*"™, je 
nachdem k positiv oder negativ ist, 

nm ''"". „.., , „.. n(^k~M-i) 



n(*+»i) dp- "" '■ '' Il(-7(_1) äp- 
und der Coefficient von 2*"'" 

Nun kann man der Natur der Sache nach keinen Uebergang von den gan- 
zen positiven zu den ganzen negativen Potenzen von s machen und umge- 
kehrt. Denn da in der Entwickelung kein Logarithmus von z vorkommt, so kann 
auch der nach ^ genommene Differentialquotient nicht den Term — enthalten. 
Es kann daher auch der ihm gleiche partielle Differentialquotient nach p nicht 
den Term — enthalten, oder; der Coefficient von — in einer von \ogz freien 
Entmckelung einer Function von p -\- z ist immer eine Constante. Hieraus folgt 
allgemein, dafs der Coefficient von 3-1^+*' eine ganze rationale Function von 
p von der k^'" Ordnung ist. 

In dem vorliegenden Problem ist P„ und daher der Coefficient von 
^-('■+1) gegeben. Denn da P„ dieselbe Function von p wie X„ von x ist, so 
hat man auch 

d"(i>i>-l)" 



■P„ = 



2" 11 (n) dp" 



Da 2~'''+''P„ der Coefficient von z '"+'* ist, so wird nach dem Vorhergehen- 
den, wenn man k — — n— 1 setzt, der Coefficient von z-("+i)+"' 



(-ir2-' 



I n(w- w) d"'P„ 



n(«) dp"' 
und der Coefficient von 2-(''+')-m 
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(-1) 2 '-^'--^— / P„(?j/", 

WO die nach einander zu bildenden Integrale für p t= ±\ verschwinden müs- 
sen, da für ^ = + 1 die zu entwickelnde Function gleich ä"'''^''(± 2 +ä) "<"+'' 
wird, deren Entwiekelung keine höheren negativen Potenzen als die — (w-j-*)** 
enthält. Man hat daher für PJ'"' die beiden Ausdrücke 

■*" ^ ^ '' n(w) dp"' 



R{n + m) _ 



-/>.^ 



n(M) sin'". 

Vergleicht man die für P*""' und X*"" gefundenen Ausdrucke, so sieht man, 
dafs man Pf"' aus XT' erhält, wenn man p für «^ setzt und mit 

„ n (w + m) n (w-m) 

' -^ n(K)ii{)t) 

multiplicirt. Man hat daher zwischen den bestimmten Integralen, durch 
welche man Xl™' aus P'™' ausdrücken kann, die Relation 



^f 



Gosm-tid-q 



(cos oi-\-i sin m cos -q )"+' 

, ,,™ TI()i + m)II(w— wt) 1 f'^, ... ,„ , 

= (-1) ^-^-^J-^l^-A -- / (cos.ü-|-*sma.cosyj) eosmTjt^T) 

^ ' II(n)n{M) di3«+™ 

wo ^ = cos«) und n > »i. Einer meiner jüngeren Freunde, Herr Dr.Heine, 
hat bemerkt, dafs die hier zwischen den bestimmten Integralen gefundene 
Relation in der Eul ersehen Formel 

C0& mxdx 



/ cot 



cosmxäx 
20 
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enthalten ist, wenn man a = cos^ip, 6 = isinjcp setzt. 

Substituirt man die für X,''"\ P^ gefundenen Werthe 

-yfm} II (n) sin" (p d'"X„ 

" n(w + »t) dx'" ' 

■^" ~ *• ^^ n(w} di*» 

in den für Y„ gefundenen Ausdruck 

Y„ = P„X„ — 2P;X>os(& — ^') + 2P;X;cos2(d — y) , 

so erhält man 



n(w + l) dp dx 



2n[«-2)aiii^»)gir[^y d^P„ d'^X,, 
"•" n(w + 2) ' " 

welches die von Laplace auf ganz verschiedenem Wege gefundene E.eihe ist. 
Wir fanden allgemein für den Coefficienten von s-»-*-'" in der Ent- 
wickelung von [(■^-t-^)^ — ij-«-i 

(-i)-2— ™..pr = ^=^?^/>.äi.-. 

Setzt man für P„ seinen Werth, so kann man denselben, wenn m > w, so 
darstellen : 

Der Coeffieient von 2-"-'+™ war 



2"+'3in™(u ' 
er findet sich daher durch -die vorstehende Gleichung gleich 

Diese Formel giebt die Coefficienten aller positiven Potenzen von s in der 
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vorgelegten Entwickelung. Setzt man in derselben m = n-^ i, so erhält man 
den von z freien Term 

— ^ — -^-^— ^ L jrj{pp — l) dp. 



2«+i gin«+i (u 2S"+i n (n) FI (n) (pp - 1)"+! 

Aber durch dieselbe Betrachtung, welche die Taylorsche Reihe giebt; hndet 
man auch hier den Coefficienten der positiven Potenz 3™-"-', wenn man den 
von 2 freien Term (m — w — l)-nial nach p differentllrt und durch Yl{m—n — l) 
dividirt. Man erhält daher für diesen Coefficienten , wenn m >- n -\-l, den 
doppelten Ausdruck 

2"+isiii'"(ü ^ 2^"+in(«)n(«) (pp-iy J ^^^ ' ^ 

— "2ä^in(w)n(n)n(m-«~l) rfi)™-"-' 

Die Vergleichung dieser beiden Formen ergiebt die Gleichung 
/ {pp—Vfdp'"^" 

_ „-„-1 n(2»+i)0jj^-ir d""'"^ [{pp'\y"~^j {pp - \T äp] 

~ ^ ^> n(n + m)n(wi-rt-l) dp-"-'-^ 

Um eine convergirende Entwickelung zu erhalten, mufs man die beiden 
Factoren des vorgelegten Ausdrucks 



imd zwar den ersten nach aufsteigenden, den zweiten nach absteigenden Poten- 
zen von z entwickeln, wenn p zwischen und 1 liegt, und umgekehrt, wenn 
p sich zwischen und —1 befindet. So lange p in den angegebenen Inter- 
vallen bleibt, bleibt auch die Entwickelung dieselbe, üa nun für p — -y\ und 
für p T= —\ keine höheren negativen Potenzen als die — (n + 1 )*" in der Ent- 
wickelung vorkommen, so hat man in den für P^™ angegebenen Werthen 
die Integrale so zu nehmen, dafs sie für p — 1 oder f ur jo = — 1 verschwin- 
den, je nachdem p positiv oder negativ ist. Wenn m < «, werden beide Be- 
dingungen gleichzeitig erfüllt. 

Königsberg, am 29. Mai 1843. 
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ÜBER DEN WERTH, WELCHEN 'DAS BESTIMMTE INTEGRAL 



J l~^cos<f — if siii'f 
FÜR BELIEBIGE IMAGINÄRE WERTHE VON A UND B ANNIMMT. 



Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 32 p, 8—13. 



Ich will im Folgenden den Werth untersuchen, welchen das bestimmte 

Integral 

J^ 1— J. costf — if siinp 

annimmt, wenn die Constanten A und B beliebige imaginäre Wetthe haben, 
welche jedoch nicht so beschaffen sein dürfen, dafs die Function unter dem 
Integralzeichen für einen reellen Werth von if unendlich werden kann. Wenn 
die Constanten A und B reell sind, ist bekanntlich die Bedingung AA-\-BB<.l 
erforderlich, damit der Ausdruck unter dem Integralzeichen für keinen re- 
ellen Werth des Winkels tp unendlich werden kann. Wenn man aber den 
Fall der Realität von A und B ausschliefst und 

A = a-\-a'\/'-i, B = & + 6'\/^ 

setzt, wo ö, a, b, h' reell sind und a und h' nicht beide gleichzeitig ver- 
schwinden, so kann für einen reellen Werth von tp der Ausdruck unter dem 
Integralzeichen nur unendlich werden oder der Nenner 

1— (a-)-a'\/— l)eosfp — {h •{-¥ SJ —\) h\a'f 

verschwinden , wenn zu gleicher Zeit 



Hosted by 



Google 



ÜBEE DEN WEKTH, WELCHEN DAS BESTIMMTE INTEGRAL f ' 3 ? — T,-— ETC. 157 

•■O 1 — jICOSY — JiSlUf 

a cos f + i sin » ^ 1 , a' cos f + ^' sin f = 

wird. Setzt man also 

6' . a' 

cos« = - 7 - ■ =, smm = — — ==r^^^^, 

so mufs 

(i 6' — a'6 = \a'a' + b'b' 

werden. Dies ist also die Bedingung, welche stattfinden mufs, damit für ei- 
nen reellen Werth des Winkels 'f der Nenner 1 — ^costf — ^sinfp verschwin- 
den kann. Man kann dieselbe auch so darstellen : 



aa'-\-hi' ^ V«V + *'*' V«« + öi — 1- 

Schliefst man also den Fall aus, wo diese Gleichung zwischen den Constan- 
ten a, b etc. stattfindet, wie es nöthig ist, damit (ft.s zu betrachtende Integral 
nicht unendlich oder unbestimmt werde, so wird der absolute Werth der 
Gröfse ab' — a'b entweder gröfser oder kleiner als sja'a' + b'h' sein. Ich will 
im folgenden diese Gröfse mit 

i = ah' —a'b 

bezeichnen und, was erlaubt ist, positiv annehmen. Wenn nämlich A nicht 
positiv ist, so kann man es leicht dazu machen, indem man blofs 2tu — tp für 
<f setzt, wodurch die Grenzen der Integration und a und a' ungeändert blei- 
ben, während gleichzeitig i und b' und also auch A das Zeichen ändern. 
Ich bemerke zunächst folgende identische Gleichung: 

1 — (a + ffl'v'^)eos(p — (6 +6'v'-i)smf n— wV-l (i_Og?^-i 1— C'e^'^^"^ )' 



ferner 

^ a + V+ {a ~i}jFl ^ A-B</^ 

l+n-B'V-l l+\/l-ÄÄ~BB ' 

g, ^ a-h' + (a' + h),/=i ^ A + BiPI 

l + «-»V=i i+\li—AA—BB 
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Das Zeichen der Wurzelgröfse , deren Werth durch n-—n\/ — l ausgedrückt 
wird, ist willkürlich; ich werde annehmen, dafs es so bestimmt ist, dass ihr 
reeller Theil n einen positiven Werth erhält. 

Es ist jetzt zu untersuchen, ob die Moduln von C unh C gröfser oder 
kleiner als 1 sind, dieses Wort in dem Sinne von Cauchy genommen. Hierzu 
bemerke ich , dais 

cc' = -'- -"+">g . 



es ist also das Product der Moduln von C und C 
j jr-nf + n-n' 

da n positiv angenommen worden, kleiner als 1. Mithin können nicht beide 
Moduln gleichzeitig gröfser als 1 sein, sondern der kleinere von beiden wird 
nothwendig <; 1. Es sind aber die Moduln von C und C respective die 
Gröfscn 



J aa + a'a +hb + b'h' + 2 A . / a a + a'a' + hh -> r b'b' -2 ^ 

V (l+)i)-4-«V ' * {X^-ny + nn' 

von denen, da A positiv angenommen worden, die letztere die kleinere ist, 
und es ist daher der Modul von C immer <: 1. Es handelt sich also nur noch 
darum, ob der Modul von C oder die erste der beiden vorstehenden Gröfsen 
gröfser oder kleiner als 1 ist. Man findet hierfür ein einfaches Kriterium 
durch folgende Betrachtungen. 

Das Product aus den Quadraten der Moduln von C und C ist 

( a g + a'a ' -\-hh-^ Wf — 4 A A _ l + nn + n'n'~1n 
{l^"nn + n'n' + 2nf "^ 1 + w « + n'n' +2n 

Es wird daher 

iaa-\-u'a'-\-bh-\-b'b')- — i^S = il-\-nn + n'n'y — 4:Un. 

Aus dieser Gleichung folgt, dafs, je nachdem A kleiner oder gröfser als n ist, 
auch (id -|-a'a'-|-J6-^?)'6' kleiner oder gröfser als 1-)-wm-]-h'm' und daher a for- 
tiori auch aa-\-a'a'-\-bh-\-b'b'-\-2l^ kleiner oder gi'öfser als 1 + n?i + «'H'-r 2« 
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ist. jE* wird daher de}- Modul von C kleiner oder grosse}' als 1, je nachdem A 
Meinet' oder grösser als n ist. 
Ua 

(„_,,'^ ~1)^ = l_(a + a'\/^)ä_(6 + 5'^— 1)._ 

so werden die Gröfsen n und n durch die beiden folgenden Gleichungen be- 
stimmt ; 

nn — n'n' = 1 — aa-\-a'a' — bh-^-i'b', nn' =^ aa'~\-bb'. 
Aus dieser Gleichung folgt 

(iA + w'«')(AA — ww) = A*-\-A^{aa-\-ib — a'a' — b'b')~(aa-]-bl){a'a'-^i'b') 
^ iAA + aa-\-bb)iAA—a-a'—b-b'). 

Man ersieht hieraus den Satz, dafs A kleiner oder gröfser als n oder gleich n 
ist, je nachdem A kleiner oder gröfser als Sja'a' -^¥b' oder gleich sja'a' + b'b' ist. 
Das gefundene Kriterium kann man daher so ausdrücken: je nachdem 
{ab' — a'bY kleiner oder grösser als a'a'-\-b'b', wird der Modul von C kleiner oder 
grösser als 1 . Den Fall A — \ja'a' + b'b' haben wir oben ausgeschlossen. 
Da der Modul von C immer -< 1, so wird 



\-C'e-'9^-^ 
Es wird ferner, je nachdem der Modul von C kleiner oder gröfser als 1, 

L^ 1 _ cvf ^-' + C^'^^' + 0%^'?*'=^ -f ■ ■ ■ , 

oder 



Je nachdem daher [ab' — a'by kleiner oder grösser als a'a'^b'b', muss man, 
eine convergirende Reihe su haben , entweder 



1— (a + a'i/-i)co3y— (6 + &V-l)sin( 



= 1 + 6^^^-' +6''t''P^-' +0'e^'P^-' 



+ ■ 



+ C'e-f"^-' + C'^e-''^^-' + C''e-"^^-' + .. 
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1 — (« + a' ^~i) cosy — {b + h' ^~i) sin 9 

setzen. Man erhält hieraus folgende Sätze; 

I. Wenn a. a\ b, h' beliebige reelle Grössen sind^ welche die Ungleichheit 

(ab' — «i'&)^ > a'a' -\-b'b' 
erfüllen , so wird 



Jo l-Cß + aV-l) 



i)(iosf — (b + b' \/=i) sin (p ' 

und allgemein, wenn ah'— ab positiv ist, für jedes ganze positive i 

f^Z _cosiy^¥ ^ _ ^— r ^" _ siniy.? y ^ 

jfo 1 — (a + ftV-Ocosy— (6 + 6V-l)sin<p * J^ i_(a + «V-l}cos(p— (i + &V-l)siny 

II. Wenn a. a', h. h' beliebige reelle Grössen sind, welche die Ungleichheit 

{ab'—a'by<a-a' + b'b' 

erfüllen , so wird 

r^2 (jy __ 2i; _^ 

Jq 1— (« + fflV^)eos(p — (64-6V=T)9in? \/l _ (« 4.Vl/^y«_ ((^ + &■ ^/^ip" ' 

M^CTiK »Mara rfi'e Wurselgrösse so bestimmt, dass ihr reeller Theil positiv wird. 
Die Gröfse C~' wird vermittelst des oben für CC gegebenen Werfhes 



1— « + «'\/^ 1— »i + wV-l 



Es wird daher 



C'-O ' _ 2[a-b' + ia' + b)^p l] 



n-n'\f^ (a + aW-iy.j-(b + b'V^iy a + b' + {a'-b)\/--i 

Man hat daher den Satz: 

III. Wenn a, a', b, b' beliebige reelle Grössen sind, welche die Ungleichheit 
{ab'—a'by^a'a'-^b'b' erfüllen, und ab'— ab positiv ist, so wird 
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CQgy (^y ^ — - r ^ sin y df 

1 — ia + a'\!^)cosf-{b + bW^)s'm'p ~ ^ X 1 — {« + «V^)cosfp— (6 + 6V^)sini 



a+b' + {a'-b)</^ 



aJ^h'+{a'~b)SJ~l = I), 
a — b'-]-(a-\-b)\/~l = D', 



so wird 
und daher 


C = 


„-„■V-l = \ll-Db' 




D l-\/l--D-D' 




l + \Jl-DD' -D' 




D' I-Vl-^ö' 



Wendet man diese Ausdrücke an , so erhält man aus den oben gegebenen 

Reihenentwickelungen die folgenden allgemeinen Sätze ; 

IV. Es seien a, a. i, &' beliebige reelle Grössen, welche jedoch nicht die Gleichung 
{ah' — a'Vj^ ^= a'a'-{-h'b' erfüllen; es sei ferne)' ab' — a' b positiv und 

fl + ?/+{(i'~i)V^ = D, ß — 6'-|-(a' + 6)\/^ = D-; 

ist {ab' — a'bY •< a'a'-^-b'b', so wird für ein ganzes positives i 

r'^2 cosifdf = _ "^ D^+J" 

X ^-{a + a'\/^i)co&^-{b + b'^/~i)sinf \Jl~DD' \l + \/l~I>D'y ' 

r'^2_ sva.i<fd<f ^ T.'f^l D'-B" 

Jq l-(a + aV=i)cosy — {6 + &'v'^)siii(p "~ \I\—1)B' \ 1 + SJY^^^WY ' 

wenn dagegen (ab'—a'bY > a'a'-{-b'b' ist, so wird für ein ganzes positives i 

/coaifdtp , — - /■ '^ ainifdf 

1 — ((i + «V^)cosy— {6 + 6'v^)sintp ~^ ^ X 1 — (a + "'v^)cosif— (6 + 6V^^)siny 

_ _ jl + Vl^^B^j''-il-Vl--D-Di' 
~ " B'sjl- DD' 

wo die Wurzelgrösse Vi — DD' immer so zu bestimmen ist, dass ihr reeller 
Theil positiv wird. 
VI. 21 
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Man ersieht aus dem vorstehenden Theorem, dafs für den Fall, wo 
(«6' — abY<a'a'-{-b'b', genau dieselben Formeln wie für reelle Werthe von 
A und B gelten; dafs dagegen für den arideren Fall, wo [ab'—a'bY>'aa''\~b'b\ 
ganz verschiedene Resultate stattfinden. Um diese Resultate unmittelbar durch 
die Gröfsen A und B darzustellen, braucht man in den vorstehenden For- 
meln nur die Werthe D = A—BS/—1, D' = A-\-B\J—l zu substituiren. 
Giebt man dem Nenner durch Multiplication mit einer imaginäi-en Constante 
die Form 

« + «'V^-(ß + ß'\/^l)cos<p-{Y + T'V'^}sin9, 
wo a, a', ß etc. reell sind, so werden die beiden zu unterscheidenden Fälle 
die, wo (^t'^^^'t)* kleiner und wo es gröfser als (aß' — a'ß)^+ (a-f'— a'^)' ist. 
Man wird also z. B. den Satz haben, dafs, wenn für reelle Grössen a, a, ß etc. 
die Ungleichkeit 

(flY'-P'T)">(»P'-«'W'+(«Y-»'Y)' 
stattfindet, das bestimmte Integral 



X «+'xv-i- 



3 + 3^-1)003^ — (Y + Y'v'-l)siii9 
verschwindet. 

Berlin, den 14. Februar 1846. 
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ÜBER EINIGE DER BINOMIALREIHE ANALOGE KEIHEN. 



Grelle .Tourna! für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 32 p. 197 — 204. 



Wenn man der Binomialreihe ähnliche Reihen bildet, indem man statt 
des M*" Binomialcoefficienten den analogen Ausdruck 

^'p — (l-x){l-x'') (1-«") ... (l-xf) 

setzt, so erhält der Quotient zweier solcher, verschiedenen Werthen von v 
entsprechenden, Reihen wiederum dieselbe Eorm. Man hat nämlich, wenn 



1 + M)lg + ^ 



■ = 1 -i-UiVS-\-U^V^0^-^U^V^£!^-^ ■ 



_ , I y-«' „ I (v~w)(v~xw) ^^ {v-t{>){v-xw)iv-x^w) ^ 
- ^+ i-x'^ (\-x) (l-x^) "^ (i^x)(l-x') (l-x^) 

Bedeutet i eine unendlich grofse Grösse und setzt man 

_i ™ ■"+" 

so verwandelt sich diese Formel in 
II- 



i 
folgt, dass der reciproke Werth der Reihe 



(i-^r 

wenn man statt der Potenzen von 1 — 2 ihre Entwickelungen setzt. Aus (1) 
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1 4, ^-^ , _L iv-w){v~xi v) {v-io){v-xiü){v-x^ü) 

"^ i-x "^ (1-x) (1-a;^) ^ (1-3^) (1-^') {l-x") "^ ■•"■ ' 

durch blosse Vertauschmiy von v und w erhalten wird. Bezeichnet man diese 
Reihe mit 

L ' J — -t- j_^ ^^ (1-^) {l-:c^) "•" (1-^) (1-a;^) (I-a:=) "^ ' 

so wird die Fundamentaleigenschaft der Function [w, v\ durch die Gleichung 

(2) [".'i = |fli 

gegeben. Setzt man iv^ iw, %~'^z für w, w, s, so ändert sich [w, rj nicht. 
Nimmt man i unendlich, so verwandeln sich v,, und Wj, in 



(l-a:)(l-a;^)...(l — xi-} ' {l-a;)(l-x^}... (!-«?) ' 
und es wird daher Tw, ü] zufolge (1) gleich dem Bruche 

^ ~ i^^ + XT- x) ( 1 - a^") ~ "(-i^^^iin^) ( 1 - ^"j' ^ "( \-x) . : : (1 -"^'T . 

vs xv^^'^ x^v^s' x^v^is* 

~T^^Jl-'i)(T^i?)^ (\-x)(l-x')(\-^)'^Jl-x)...{l~i^) 
Der Zähler und Nenner desselben wird aus der Formel Euler's 
{l + x!,)(\+xH){l + x'^W + x'!:)..- 

= 1 -I- -ü£_ j tS \ fj L . . . 

^ l~x ^ {l-x)(l-x') ^ (l-3;)(l-a:')(l — i') ^ 

erhalten, wenn man — x~^wz und — ic^'üs für z setzt. Hieraus folgt 

r«, ..1 _ 1 I ''~'° - I (»-»OCp-a;») .; , ^v-w){^>-xw){«-x'^e) ., , . . 
L»,"] - 1+ i_j <:+ (i_^) (i_^,) + (i_^) (i^j,.) (i_^., + 

_ (l-»a)(l-a;iiig)(l~a!'iea)(l-a;'iiig). .. 
~ {l-VB)ll-xtB){l~-x'vt)(\—x'vs)... ' 

Um die Formel (3) zu beweisen, setze ich 

, , _ {\ — wz){\~xws){l—x^v>g){\ — x'we).. . 
'*^'' ~ (l-vs){l-xiie)(l-x'vi!){l-x'vi)... 
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ÜBER EINIGE DER BINOMIALREIHB ANALOGE REIHEN. 165 

WO die Coefiicienten ^4,,, A^ etc. die GrÖfse z nicht enthalten sollen. Aus 
der Relation 

welche unmittelbar aus der von (p[2) gegebenen Definition folgt, erhält man 
die Werthe von A^, A^ etc. mittelst der Gleichungen 

(1 — x)A^ = V — IV, {'[^x-)A^ =^ {v — xlv)A^, (1 — x^)A^ = (v — x'^w)A^, ... 

Durch Substitution dieser Werthe in die für '^{z) angenommene Reihe er- 
giebt sich die Formel (3), aus welcher sogleich auch die Formel (1) folgt. 
Wenn man die Formel (l) mit 

multiplicirt und hierauf nach den Potenzen von z entwickelt, so giebt die 
Vergleichung der auf beiden Seiten in s^ multiplicirten Terme, die Formel 

(A^ {l-w) { l-xw)(l-x'w)...(l-x>-Hv) 

^^ (l-x) (l-x^) (l~x') ... H-x") 

~ {l^x){l — x^)(l~x'')... {l-xf) ~^l-x\l-x){l — x^)...{l-xp-^)' 

{v-~w)(v-xw) il -v)(l-xv)...{l—xp~-^v) {v-io)(v-xiv)...(v—xP-'^iv) 

"•" (l-3;)(l-ic») {l-x)il-x')...{l~x^~^) '^ 1" (l_a;)(l.-a;*)... (l-aji-) ' 

welche dem sogenannten binomischen Lehrsatz für Facultäten entspricht- 
Man findet diese Formel in der Analysis von Schweins [Heidelberg J820, 
pg. 292 — 293), nur dafs dort für v und w beliebige ganze Potenzen von x 
gesetzt sind. Es folgt aus derselben durch Division mit dem ersten Terme 
des rechts vom Gleichheitszeichen befindlichen Ausdrucks 

{\—w){\—xw){\ — x^w)...{l — xf~^w) 
{l- v){\- xv)\l- x"'v) ...{1— xf-^v) 

{v-~-w){v — xw) (1 — a^>')(l — a^p-'} 



+ ■■■ + 



{v — w)(v — xw)...{v —x''~'w) 
(l-x^-'v){l-x!'-^v)...(l — v) ' 
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Setzt man x''~^v ^^ r, x'^~^w = u, und dann — für ar , so verwandelt sich die 
vorstehende Gleichung in 

(1 — m) {l-xu)(l — x^u)...(\ — xi'-^u) 

/fi-, _ n-r l-xP (u- r)(u-~xr) (l-a;P )(l-a^i-i) 

W ^_3. i„^ ^ (l_a:)(l-a;*) (l~r) (l-a:)-) 

^ (M -r)(»-a:?-)... (« -a^'-i )-) (l -3;'')(l-3;>'- ').. . (1-3^) „J-rW-n 
~~{l-x)(l-x'') ... {l-xP) (1-r) (l-xr) ...(l-xf-^) 

Setzt man hierin u = x"' r, so erhalt man 

(l- x"'r)( \- x'«+'r) . . .{l~ x'"+'--'''r) _ (1 - xi'r)(l — x'>+^r) . . . ( I - xi'+--^r) 
-fT-^r) il^xr)...(l-x*-W) - (l-r) il-xr)...(l^x'--^r) 

(7) 

" _ ., {l-x'"){- i-xP) {l-x"')H-x-^)(l-xP)il-xP-^) 

-'+ {l~-'x)(l~r) "^^ {l-x){l-x^){l-r)il-xr) "^ ' 

wo die einzelnen Xerme die Factoren x''r" haben, in welchen die Exponenten 
a und ß die natürlichen und die pronischen (doppelten dreieckigen) Zahlen 
sind, AVenn man ferner in (6) r für u uni x^'r für r setzt, so erhält man 

(\-r){l-xr)...{l-xi'-'^r) ^ il~r){l~xr)...{l-x'"-W) 

~(JZrx'"r)(l-x'^^r)...{l — x"'-^~^r) ~ (l — x''r){l — xP+h-)...(l — xP+'''-^r) 

(8) 

_ {l-X'^)(l-XP± ( l-x-){l-x'^>){l^x''){l^x^-') 

il-x){i-^x-r) "^ (l-x)il-x^)il-x'-r)(l~x'^'r) ^ ' 

wo die Exponenten a und ß in den Factoren r''x^ die natürlichen und die 
dreieckigen Zahlen sind. Diese Gleichung wird auch aus der vorigen erhalten, 
wenn man — m für m und dann x"'r für r setzt. 

Setzt man in (5"l v = r, w = x™r oder v = x"'r, w — r, m erhält man 
für die Ausdrücke (7) und (8) andere Entwickelungen 

(1 — x"'r){\- a' ^+'r) . ■ , ( 1 — a:"'+^-V) _ {\-xPr){\-~xv+^r)...(\-x'''r >"-^r) 
~(T^-)(i'~xr)...(\^xP-'^r) ^ {l — r){l — xr)...(l — x"'-'r) 

(9) 

_ {l-_x''%l-xP)^ ( l~x-Kl-x'"+^)il ~xP){l-x''-') 

~^ (l-x)ll~xP->r) '^{l-x){l-x'')(l-xP-h-)(]-x>'-^r) '^ ' 
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{l-r)il-3; r) ...{l-xP-^r) ^ {\-r)(l-xr)...{l-x'"'^r) 

(l-«"'r)(l-a;"'+V)...(l-a;'"+J'-ir) [l—xPr){l -x^+^r) . . .(l~xP+^-^r) 

(10) 

_ _ {l^x''-){l-xP ) (l~x ' -'Xl-x--^Xl-xna-xP-^) 

(].-x){l~x"'+i'-^r) '^(l-a:)(l-3;*^)(l-a;™+p-if)(l_a:'n+P-V) "^ 

In der letzten Formel sind wieder in den Factoren r"x'' die Exponenten ci 
und ß die natürlichen und die dreieckigen Zahlen. In den Reihen (8) und 
(9) mufs man m und p, wenn sie beide ganze positive Zahlen sind, mit ein- 
ander vertauschen können, wie aus der in diesem Falle geltenden doppelten 
Darstellung der ihnen gleichen Producte erhellt. Wenn aber diese Producte 
für andere Werthe von m und p eine Bedeutung zu haben aufhören, so bleibt 
doch die Gleichheit der durch Vertauschung von m und p erhaltenen Reihen 
für jeden Werth von m und p gültig. Denn wenn man die Reihen, welche 
für ganze positive Werthe von m und p einander gleich sind, nach den auf- 
steigenden Potenzen von r entwickelt, und die in dieselben Potenzen von r 
multiplicirten Terme vergleicht, so erhält man zwischen den GrÖfsen x"" und 
a^p, die man als zwei Unbekannte ansehen kann, Gleichungen von einer end- 
lichen Ordnung , die für unendlich viele Werthe der Unbekannten erfüllt 
werden, nämlich immer, wenn man für dieselben beliebige ganze positive 
Potenzen von x setzt. Es mufs also jede dieser Gleichungen identisch sein, 
in welchem Falle aber auch die Gleichungen zwischen den Reihen gelten, 
wenn man für ic™ und x'' beliebige Gröfsen setzt. Man erhält auf diese 
Weise, wenn man für a;*" und x^ die Gröfsen s und t substituirt, die beiden 
Gleichungen 



Jl-j)(l-t)r 



(11) 



(12) 



^{l — x)(i~x-'tr)^ (l-x)(l-x')(l-x-'tr)(l-x-Hr) '^ ' 

(l-s)( l-i),- (l^ t){l-xt)(l-s)H- x-'s)r' 

"^ (]-x){l~x-'sr}'''ll-x){l-x')(l-x-^sr){\-x-'sr)'^ 



(l-,)(l-t)_r (l~ s}(l~x s) H-t){ l^x-'t)x,' 
(l-ij(l-srj '^ (l-i)(l-i')(l-s>-)(l-a;s>-) 

(l ^»)(l-i)r (l-l){l-xt)(l- s){ l-^X''s} x^' 
{l-x){l~tr) '^ {l-x)l\- X'){1 -tr){l- xtr) 



in deren letzterer der (i + 1)'° Term den Factor iT^''' '* hat. Weil bei dem 
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Beweise dieser beiden Gleichungen eine Entwickelung nach den aufsteigen- 
den Potenzen von t vorausgesetzt worden ist, so mufs man in der ersten der- 
selben o; > 1 . in der zweiten «■ < 1 annehmen. Auch sieht man , wie die 
eine in die andere übergeht, wenn man xr für )■ und dann --- für oc setzt. 
Will man das Product 

in welchem x kleiner als 1 angenommen werden soll, interpoliren, d. h. will 
man einen Ausdruck haben, welcher die Pund amental-Eigen schaft dieses Pro- 
ductes besitzt und sich für ein ganzes positives m auf dieses Product selbst 
reducirt, so dient hierzu der in's Unendliche fortlaufende Ausdruck 

Denn wenn man denselben bis zum w*°" Factor fortsetzt, wodurch man das 
Product 

{l-r)i\-xr){\—x^r) ...{ l-x''-^r) 

(1 — a;"'/-)(l— a:'"+i r). . .(1— aj-'+^-V) 

erhält, so wird für ein ganzes positives m das Verhältnifs dieses zu dem vor- 
gelegten Product 

(l-rj(l-xr)(l-3; ^)-). ..{\~xy \r)_ 



r){l~xr){l — x'r)...{\-x'''^ 'c) (1 — 3;«r)(l-a:«+ir) ...(1 — a:"+-"-'»-) ' 

eine GrOfse, die sich mit wachsendem n, und zwar sehr schnell, der Einheit 
nähert. Die Fundamental-Eigenschaft des vorgelegten Productes, das ich mit 
F{r) bezeichnen will, ist durch die Gleichung 

{ l-r)F{xr) _ 
{l-^x-r)F{r) 

ausgedrückt. Substituirt man für F{r) das unendliche Product, so wird der 
Ausdruck links vom Gleichheitszeichen 

\--xr (X-^r){l-x"<^r) (1 — a;'>-)(l-a:"'+V) 
"i _. x-^+i r ' ( 1 - xr){l^^x^^ *■) ' '(1 - a; V} ( 1 - x"'-^ r) ' " ' 
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setzt man dieses Product bis zum w*™ Factor fort, so erhält man 

l-x"r 
l — x'^"r ' 

welche Gröfse sich für jedes m mit wachsendem n sehr schnell der Einheit 
nähert. 

Für ganze positive "VVerthe von m und p kann man den Ausdruck (7) 

(l -XPr)(l-x!^'r). ..{l~-x' '+^-^r) _ ( i - ai"- r) (1 - x"^^ r)...{l — x''^- ^r) 
il-r)(l~xr)..:(l~x'^-W) ~ {i-r)il^xr)...il-xP-^r}'~ 

auch durch die Formel 

il — r){l-xr)(l-x^r) . . . (i-x^-i-p-W) 



{l-r){\- xr) . . .(l-x'—^r) .(l~r)(l~xr) . . .(l-x'-'-r) 

darstellen, "Will man diese Formel interpoliren , so geschieht dies nach dem 
Vorigen durch das unendliche Product 

( l — x''r)(l~x »r) (i-a:'M-]r)(i— a^f+i r) (1 - a:"H-V) (1 — a;r+V) 
"{1— r)(l— a:*H^r^' ll-xr){l—x'»+^^r)" {l~x^r){l~x^^+^^j ' " 
(14) 

_ (1 — xPr){l—x^+^r) . . .(1~ xP+^-^r) 
~ (1 ~ r) (1 - a;r) . . . (1 - x'"-'^ r) 

Die Formel (7) gilt für ein ganzes positives p, aber für ein beliebiges m. 
Die dort gegebene Reihe 

i l-x-)(l^xp) (l-x'")(l-x-'^)(l-x P)il-xP-^) 
'^ (l-x)(l-r) "^ (i-x)(i-a:')(i-r){l^xr) ^* +■■■ 

behält aber ihre Bedeutung, wenn man für beide Potenzen ir™ und w^ be- 
liebige Gröfsen setzt, während das Product eine Bedeutung zu haben aufhört, 
wenn nicht wenigstens eine der Gröfsen m und p eine ganze positive Zahl 
ist. Ersetzt man aber das Product durch seine Interpolationsformel (14), so 
bleibt die Gleichung (7) für ein beliebiges m und p bestehen. Setzt man 
nämlich wieder 



so ist zufolge des bereits Gefundenen die Formel 
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(l-5)(l-<) (l-»)(a;-8)(l-()(a:-0 .. 

-t- (i_a,)(i_,) + (l-»Xl_a;-)(l-r)(l-»r) 

(l-«)(a;-«)(a;'-sKl-0(»-t)(»'-') ,., , 
" (\-x)(l-i:')(\-x')(l-,)(l-xr)(l-x'r) +-" 

_ (l-8r)(l-ir ) (l-a;«r)(l-l ir) ( l-3;'»»-)(l-»'(»-) 
^ il-r){l-slr)" li-xr)(\-xstr) (l-x'r)(l-x'slr)'" 

immer gültig, wenn wenigstens die eine der beiden Gröfsen s oder t eine 
ganze positive Potenz von X ist. Es sei der erste Factor des unendliciien 
Productes, in eine Reilie nacli den aufsteigenden Potenzen von r entwickelt, 

so wird das unendliche Product die Grenze, welcher sich der Ausdruck 

(1+ c,r + c,f^ + c,r' +■■■) 
■(1+ c^xr -\- c^x^r^ + c^x^r^ + ■ ■ 
. (l -^c,xh-+ c,x^r-^ ^ c.x'r' + ■ ■ ■) 

■ {l -^ c^x"r+ c^x'"-r^-\-CsX^»r''-\ ) 

nähert, wenn man n in's Unendliche wachsen läfst. Bezeichnet man diese 
Grenze mit 

so ist Cf eine endliche ganze rationale Function der Gröfsen f, , Cg, .... c,-, 
also auch eine endliche ganze rationale Function der Gröfsen s und t. Ist 
die unendliche Reihe links vom Gleichheitszeichen in der Formel (15), nach 
den aufsteigenden Potenzen von r entwickelt , 

80 wird Kj ebenfalls eine endliche ganze rationale Function der Gröfsen s 
und t, und es gilt die Gleichung 

C. - K. 
für ein beliebiges s und für unendlich viele Werthe von t, nämlich wenn 
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man für t beliebige ganze positive Potenzen von x setzt. Aber dies ist nur 
möglich, wenn die Gleichung Q- = K^ identisch ist, also auch für jeden Werth 
von ( gilt, in welchem Falle auch die Gleichung (15) für jeden Werth von 
( gilt. Es ist hierbei nur erforderlich, dafs die Gröfsen x, r und s tr kleiner 
als 1 sind, weil nur unter dieser Bedingung die nach den aufsteigenden Po- 
tenzen von ?■ angestellten Entwickelungen convergent sind. 

Man erhält ganz auf dieselbe Weise aus der Formel (8) für den in- 
versen Werth des Ausdrucks (7) die Formel 



i_l — x)il-sr) ' (i~x}(l-x^){l—sr){l-x8r) 

_ (i-s)(l-xs)H-x^s)il^t)ix-t)(x'-t)r ^ 
(16) (l-x){l~x')(l-x»)il^sr)(l-xsr)(l-x>'sr) ^ ■ ■ ■ 

_ (l-r){\-str) ( l-xr)il~xs tr) {l-x^ r )(\~x^Hr) 

^ {l-sr)(\-tr) ' [\~xsr){\~xtr) ' {l~x'sr){l — xHr) " ' ' 

in welcher nur vorausgesetzt wird, dafs x, sr und tr kleiner als 1 sind. Da 
das unendliche Product in Bezug auf s und t symmetrisch ist, und auch die 
Grenzbedingungen für s und t dieselben sind, so mufs es auch in der Reihe 
links vom Gleichheitszeichen verstattet sein, s und t zu vertauschen, wodurch 
man die oben besonders bewiesene Formel (12) erhält. 

In dem besonderen Fall, wenn sich alle vier Gröfsen w, r, s, t gleich- 
zeitig ihrer gemeinschaftlichen Grenze 1 unendlich nähern, gehen die Reihen 
(15) und (16) in die Form 

- - a(a-H).Kß + l) I ... 

über. Dieser Grenzfall ist schwieriger zu behandeln als der allgemeine, in 
welchem x um eine beliebige endliche Gröfse kleiner als 1 ist, und es sind 
die Gröfsen a, ß, f noch, wie man weifs, gewissen besonderen Bedingungen 
zu unterwerfen, damit die Reihe convergire. 

Die hier gegebene Interpolationsformel (13) ist der Eulerschen Inter- 
polationsformel des Productes 1.2.3...W analog, aber sie ist einfacher und, 
wenn man will, elementarer als diese. Die Eulersche Interpolationsformel, 
und zwar in ihrer noch heute gebräuchlichen Form, gehört zu seinen ersten 

22* 
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bekannt gewordenen Arbeiten. In der von Herrn Staatsrath von Fufs her- 
ausgegebenen Correspondenz findet sich nämlich in dem ersten Briefe E u- 
ler's an Goldbach vom 13. October 1729 das Product 1.2.3...m bereits 
durch das unendliche Product 

1.2'" 2'""'. 3'" 3'""*. 4™ 4^"'". 5" 



l+m 2+m, 3+m 4 + »« 

ersetzt. Euier hat in dem zweiten Theil seiner Differentialrechnung im 
le*"" Kapitel „Von der Differentiation der inexplicaheln Functionen'-^ §.382 die 
allgemeine Regel gegeben, dafs das Product A.5.C..X, wo X der a?** 
Factor, X') X" etc. die auf X folgenden sind, durch das unendliche Product 

X' "X"" X"'' X"" " ' 

interpolirt wird, wenn log X für ein unendliches x verschwindet; dagegen 
durch das unendliche Product 

X' ' "X" ' X"' ■ " " ' 

wenn erst die ersten Differenzen der Keihe log X, log X' etc. für ein unend- 
liches X verschwinden. Im folgenden Capitel „Von der Interpolation der Rei- 
hen ^^ §,399 giebt er noch für den Fall, wo erst die zweiten Differenzen der 
Reihe logX, logX', logX" etc. für ein unendliches x verschwinden, die In- 
terpolationsformel 

Ä.H.C.X 

~ " X'" ' X" ' 

Der hier betrachtete Fall gehört zu der einfachsten Classe, weil der Factor 
log (1 — rx") selbst schon für ein unendliches n verschwindet, während der 
Grrenzfall, wo r und x sich der Einheit unendlich nahem, zu dem nächst 
folgenden schwierigeren gehört, wo erst die ersten Differenzen der Logarith- 
men der unendlich entfernten Factoren verschwinden. 

Ich erwähne gelegentlich, dafs Euler in dem nächst folgenden Briefe 
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vom 8'"" Januar 1730 die Darstellung der Interpolationsformel von 1.2.3...?» 
durch da.s bestimmte Integral _/ rfcr( — log,i;)" und die i'ormel 

giebt, wo die Integrale immer zwischen den Grenzen ü und 1 zu nehmen sind. 
Er bemerkt, wie für ^ — l, q ^ 2 mittelst dieser Formel der Werth von 
Jdx{—logai)'^ durch die Kreisperipherie erhalten wird. 

28. .luni 1846. 
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Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 36 p. 135 — 142. 
Proponatur series 

eiusque aliae post alias formentur diiferentiarum series, ac denotetur («4-1)*"= 
terminus m^'^ differentiarum seriei signo 

Constat. iiiter terminos A'"j4„ innumeraa locum habere relationes lineares. Sei- 
licet ex arbitrio sumtis inter binas quantitates A et Ä—l aequationibus 
ipsius A respectu identicis, quae sane habentiir numero infinitae, singulae e 
singulis oriuntur aequationes inter terminos A"'^„. Etenim cum functionem 
quantitatum x et y rationalem integram qaamcunque f[x,y) habere liceat pro 
aggregato terminorum x" y'" lincari, si statuitur 

F{x,y) = {x^y~\)f(x,y), 

erit F[x,y) huiusmodi terminorum x"y^" aggregatum tale, quod evanescit po- 
nendo x—y — \. =0 sive 

£ — A, ij = Ä—l. 

Jam dicu. quod per principia nota demonstratur , aequationem l'''[x,y) =^ 
sive F[AiA—l) = i) tum quoque locum habere, si singulis productis 
A''{A — 1)™ singuli substituantur termini diiferentiales A™^„. Unde hoc ha- 
betur theorema : 
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Theorem a I. 

JEx unaquaque aequatione inter quantitates A et A — 1 , ut aequatione 
lineariinter terminos ^"(^1—1)"' spectata, emergit formula differentialis, dum- 
modo siitgulis terminis A^ {A — 1)"' substituantur termini differenHales ^"A,,. 
Theorema reciprocum eo patet, quod, posito A„ ^^ ^", fiat 

i'M„ = Ä'{A—\f. 

Theorema antecedens etiam tum valet, si termini Ä A,, in infinitum 
excurrunt, dummodo certo ordine progredientes convergant. 

E quaque aequatione inter quantitates A et A — 1 identica, si ipsi A 
substituitur — (J. — 1), similis derivatur identica inter quantitates — (J. — 1} 
et ~A. Unde si aequationi identicae propositae forma induitur aequationis 
inter quantitates Ä'{A — l)" linearis, ex ea alia obtinetur ponendo cuiusque 
termini Al'[A — 1)"* loco terminum (— 1)™^'A"'(^ — 1)". Hinc sequens fluit 

Theorema IL 

Ex unaquaque relatione Uneari inter diff'erentias ^"'A„ altera obtinetur, 
si in locum cuiusque termini ^'"A„ ponitur terminus 

Formulae duae elementares 

A"'A, = A„.-mA.._, + ^-^^^Ä,„-, ±A. 

A „. =. ^"A„ + m ^'"-^A, + -'^^P-^ ^"'-^A, + ■ ■ ■ + ^0 , 

per theorema II altera ex altera fluunt. Secundum theorema I altera ex 
evolutione potestatis (^—1)'", altera ex evolutionc potestatis A" = {A—\-\~\]"' 
eruitur. Alia varia praetereo exempla, quibus theorema generale I illustrari 
possit. Addam tantum concinnam demonstrationem duarum insignium for- 
mularum, qua« Eulerus olim in Cakulo differentiali tradidit. Invenit Eu- 
lerus, posito 
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W . X 

I +y ^ \--x ' 

fieri 

Quae transformatio sequitur e formula 

^ ^ y 

\—Ax \—{A~l)y ' 

functione altera secundum ipsius oc, altera secundum, ipsius y potestates as- 
cendentes evoluta, et secundum theorema I in locum quantitatum ^" et {A — 1 )" 
terminis -4„ et ö^'Af, positis. 
Secundo loco, posito 

f{x) = a-\-hx-\- ex^ + dx^ + ■ ■■ , 
atque 

S = a Ag-{- bA^x -\- cA^x^ -i- dA^x^ -\ , 

invenit Euleriis, fieri 

s = Aatix) + ^An.x y ' 4- — -TT ^ A ■ * -4^^ 

"< ^ ' ' " dx '' \.2 " dx^ 

+ 1.2. 3^^"-'' dx' + 

Demonstratio transformationis prodit e formula 

f{Ax) = f{x^{A~\)x), 

parte altera secundum ipsius Ax, altera theorematis Tayloriani ope secun- 
dum ipsius [A — \)w potestates evoluta, ac deinde ipsis A', [A — 1)" mutatis 
in A„, A"^.^. 
Serie 

1 |i(P + l) S(p+l)(p + 2) 

' 7' tCT + l)' V(Y + 1)(7 + 2)' 

proposita, fit diiferentiarum series prima 
tzl P-t P ?-^ m + i) ii-7 Kji + iXP + g) 

■I ' Y T + l' Y (y+1)(I + 2)' Y (Y + l)(Y + 2)(t + 3)' '' 
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t(y + 1) ' t(y + 1) 7 + 2' V(7 + 1) (t + 2)(y + 3)'' 



et ita 



poiTO. Generaliter si sfhei propositae terminos denotamus per 



^ _ K3 + i )--( P + «-i) 
y(v + i)---(y + »-i)' 

ent 

i'"^ ^ (^-t)(.^-Y"1)--.(3-y-'» + i) 

" Y(Y + l)..-(Y+-»i-i) 

ae gcjneralius 

A-A = <^-v) (ß--f-l)-'-( °---f-'» + l>-KP + l)---(ß + »-l) 
y(y + I)(v + 2)...(y + w + w-1) 

Hinc eruitur 

Theorema III. 
Quaecunque inter quantitates A" {A — 1)'" habetur aequatio linearis, insta manet, 
si in ea ipsis A {A — 1)'" substituuntur quantitates 

tß-Y)(^--f-l)---(ß-T-Mi+l)-ß(Kl)--.(ß+«-I) 
Y(T + l)(Y + 2)...(Y+m + «-l) 

designantibus ^ et -^ quantitates quascunque, 
Applicemus hanc propositionem ad aequationem , quae nascitur evolutione 
fractionum aequalium 



{i-Axf {\-x-{A-\)xr' 

Tel, si placet, in theoremate Euleriano posteriore ponamus /"(ir) = (1 — 
ipsisque A^, iiTAa valores supra traditos tribuanju.s : venit nota formula 



_ .(. + 1).P0 + 1) • »(. + l)(. + 2).?(? + l)(K2) . 



1 + 



1.2.Y(Y + 1) ^ 1.2.3.v(y + 1)(t + 2) 

■(?-t) I , .(. + l).(g-T)(?-7-l) 



x' + . 



Series uncis inclusa e proposita provenit ponendo a loco ß, -f — ß loco a, 

loco X. Qua igitur similiter atque proposita transformata , obtinetur 

VI. 23 
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».(ß-T) X .(„ + !). (,j-..)(p---l) X' 

^ 1.7 1-x'^ 1.2. -,(■, + ]) (l-j;)" "" 



Duabus iunctis transformationiba.s , eruitur formula celebris Euleriaiia 



l.f ■ ' 1.2.-((y + 1) ' ' 1.2.3.f(v + l)(T + 2) 



(l-3:)"+>^-r ( ' l.Y ^ 1.2.V(V + 1) ' 

{F, Institutioms calculi inte^ralis, T. IV ^ay. 245; Nova Acta Acadendae scten- 
üarum PetropoUtanae, T. XII pag. 58.) 

Demonstratio harum transformationum aiitecedendbiis tradita in eani 
redit, quam dedit GL Pfaff ineunte anno 1797 in Comraentationc Ohservationes 
analyticae ad L. Euleri insiituttonum calculi integralis Vol. IV, Supplem. 11 et 
IV, quae Supplemento Historiae tomi XI Novoj-uni Actorum Academiae scientia- 
rum PetropoUtanae inserta est. Idem vir eodem loco alteram Eulerianae 
formulae addidit demonstrationem , innixam lemmati eleganti : 

pro numero l integro positivo positoque s = l^m-\-n-\-p — 1. fieri 

-1).«{«-1) , 



\.2.p{p + \).8{s-\) 



^ (p + m){ p + mJtl)...{p + m-{-l~\).{p^n){p + n + \ )...{p + n+}-l) 
~ p(iJ + I)...(?>-l-^ — l).(i' + »* + «) (i» + »» + «+l)...(p + m + )!+i — 1) 

_ \\{p-l)\\{s~l)X{{s-m)X[{s-n) 

-~ ri{2) + ;-i)n(i» + m-i)n(?. + «-i)ii(s) ' 

Quod lemma, Cl. I'faff demonstravit, si pro aliquo ipsius l valoro valeat, 
valere idem pro valore ipsius l unitate maiore, unde pro ipsius l valore in- 
tegro positivo quocunque valere sequitur, cum pro Z = 1 facile pateat. Eins 
autem lemmatis ope CI. Pfaff ipsam transigendo multiplicationem per fac- 
torem {X — aff'"'^ in seriem evolutum ptodire formulam Eulerianam de- 
monstravit. 

Lemma commemoratum , quod facile patet ad valores ipsius l integros 
positivos nnn restringi , peti potest e transformatione seriei generalioris 
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^i-Y-v"^ i.2.-r(v + i).v(v + i) ■^"■' 

quam dedit Cl. Kummer in Diar. Crell T. XV pa^. 172. Placuit autem, 
data occasione, commentationem Cl\ Pfaff nimis latente loco publicatam ab 
oblivione vindicasse. Addo, cum ibidem modo concinno traditas transforma- 
tioues transcendentis 

, + Uli ^ I -i(fi_+i) j(p±i) ^,,... 

+ l-Y + 1-2-vn+l) + 

exhibere, scilicet formulis, duarura quantitatura )■ et r' commutationem per- 
mittentibus. 

—1 j, I r.jp + r') r{r-\).{p + r'){p + r-^\) ) 

_ 1 I. 1 r\{p + r) r'ir'-D.jp-^rMp + r + l) ) 

{l+xyV^ l.p ^ \.2.p(p + \) "• ) 

= 1 _i_ ---^ -^— ^ '-(? --l)-y'('-'- l) a;^ 

"^ l.i) l + x"^ 1.2._p(p + I) (i+ai)^^"' 

Quae transformationes pro . valoribus saltem constantium certos limites noii 
egredientibuR de luculenta etiam fluunt transcendentis expressione per inte- 
gralia deiinita, ab Eulero in Inst. Calc. Int. tradita. 

Antecedentibus obiter adnotatis, iam de seriebas ac differentiis theorema 
hoo propono. propositione I generalius: 

Theorema IV, 
Proponatur series 

A„ A^„ ..., ^^„, 

eiusque designetur »»'" diff-'erentia per Ai_,^; seriei 



etur n'" differentia per j1j,,„,„; seriei 
designetur p'" differentia per 4{,,„,„,,,, et ita porro: quibus positis, in aequa- 
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180 DE SEEIEBUS AC DIPFERENTIIS OBSEKVATIUNCULAE, 

Hone identica guacunque, inte}- quantitutes 

Ä, Ä — 1, A-2, A-3, .. . 
locum hahente atque ut aequatione lineari inter quantitates huiusmodi 

A\A--iy"{A-2)"{A-Sf . . . 
exhibita. quantitatihus Ulis suhstilvere licet terminos 
A^ „^^, . 

Theorema traditum paucis exemplis illustrabo. 
Posito 

y - log(l + «:), 
fit 



= (\^x)\l^iA-l)x + iA-l)(A-2)^ + {A~l)(A-2)(A-B)^ + --j 

et ita porro. Hinc secundum propositionem traditam sequitur , posito 
y = log(l+i!;), lieri 

et ita porro. 

Cl. Stirling olim in Metkodo differentiali dedit formulas 
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DE SEKIEBUS AC DIFFEBENTIIS OBSERVATIÜNCULAB. 

i, ^ ^(^-1) 1 Ä(Ä-l)(Ä-2) 

X "•" x{x^l) """ x{x—l)i^x-2} "•" xix-l){x — 2){x~3) "•" 

1 1 ^-1 I (^-l)(^-2) 1 {A-l)(Ä-2)(Ä- 3) 

x^l ^ {x-i){x-'i) ^ (x-l)(x-2)(x-3) "•" (i-l)(ai-2)(i-3)(ri:-4) 



a:-2 ^ (rt-2)(i-3) ' {x-¥)(x-S)(x-i) ' {x—2){x—3)(x-i)(x-i}^ 
et ita poiTO. E quibus per propositionem traditam emergunt sequentes : 



x^ x(x-l)^ x{x-l){a:-2) ^ x(x-l}(x-2)(x-S) 



Z^ + 



-1 ^ (x-l)(x-i) T (x-l){x-2)(x-3) -^ (x-i)(x-2y(x^3)(x-^4,) " 



r + 7 



x-2^ (x~2)(x~3) ^ (,x~2)(x-3}(x~i) ^ (x-2){x-3)(x~-i){x~S) '^ ' 

et ita porro. Generalior formula sie eruitur. 
Data functione f{x), formetur series 

f(x), f(2x), f{3x), f(ix), ... 

eiusque differentiarum series prima, secunda, tertia etc. Quarum serierum 
termini primi si desigiiantur per 

v'ni), \'f{x), v'f(x) 

habetur nota interpolationis formula 

f{Ax} =/(x) + (^-l)vV(i)+ '^~'^'y~''> V'/(») + --- 

Unde theorematis IV ope fluit hoc 

Theorema V. 
Detur quaecunque series 

A, A, A, A, ■ ■-, 
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182 DE SERIEBUS AC DIFFEKENTIIS OBSERVATIUNCLXAE. 

sitque 

a -\- a,x -\- a^x'^ -\- a^x" -{- • ■ ■ ^ f(^x), 
porro sit 

A„a-\-A^a^x-\-A^a^x''--\-Aga^x^-^ = S; 

datis valoribus quantitatum 

fix), fCix), f(Sx), fiix), ..., 

earum quantitatum formentur äifferentiarum series prima ^ secunda, tertia 
etc. ; quarum termini primi^ si vocantur 

•ü'tix), V'fix), V'tlx) 

fit 

l'ormula, antecedente tlieoremate proposita, analoga est Eulerianae 
supra traditae, quippe diffei'entialium functionis f{3o) in foTmula Euleriana 
locum in hac formula tenent primi termini serierum differentiarum , quae de 
Serie f{x)^ /"(^^j, /(3a;) etc. derivantur. Theoremate V patet, ponendo 

i''^o = B., ^'B^ = C., i'CJo = D-, . . ., 

si unquam perveniatur ad seriem sive totam evanescentem sive in quaiititates 
evanescentes desinentem, seriei 8 obtineri summam tinitam. 

Berol. 25. Juli 1847. 
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PROBLEMES D'ANALYSE. 



Grelle Journal für die. leiiic und angewandte Mathematik, Bd. 6 p. 212. 



Probleme d'analyse. 



Soit donnee l'^quatian -^ =: '-^ [x, y) , on pourra trouver successivement 
les differentielles des ordres supericurs: -j^-. -3-% f^tc. On demande l'expres- 



Probleme d'analyse indeterminee. 

Soieut r, t\ r", . . ., r'"' des norabres irrationnels donnes par autant de 
decimales qu'oii voudra, et soit donnee l'equation 

A, A, A", . . ., A" etant des nombres entiers inconnus. On demande une 
methode g^n^rale et directe de trouver ces nombres. 
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UNTERSUCHUNGEN ÜBER DIE DIFFERENTIALGLEICHUNG DER 
HYFERGEOMETRISCHEN REIHE. 

(Aus den liinterlassenen Papieren C. G. J. Jacobi's mitgetheüt durch E. Heine.) 



Borchardt Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 56 p. 149 — 165. 



Es ist seit E ii l e r bekannt , dafs das bestimmte Integral 

!, = j' Vdu, 
in welchem 

F = »'-'(i-.)'-'-'{i-it»r" 

gesetzt ist, der Differentialgleichung 

(1) xil- x)y'- ^ (i -('.^ '^ + l)x)y-- a.^p = 

genügt. Um dies nach dem Vorgange Euler's [Instituüones calculi integralis, 

Vol.Xl, Sect.l, Cap.H., Froblema l'SO) zu beweisen, hat man nur nöthig, 

in die linke Seite von (1) für y das unbestimmte Integral / F rf« zu setzen, 

durch Differentiation unter dem Integrale y' und y", d. h. -^ und ^-4^, zu 
° -^ -^ ' dx dx^ 

bilden, und endlich zu reduciren. Dann erhält man auf der rechten Seite 
zunächst nicht , sondern den Ausdruck *) 

''') Dies käun man auch mit Euler so ausdrucken, daFs der nacii u genommene DitTereiitial- 
quotieni 



-„Ar "a-") y1 

du L 1— AM J 
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UNTERSUCHUNGEN ÜBER DIE DIPPERENTIALGLEICODNG ETC. 



?(i_„).-.-(i_„,)— ■ = _. 



«(1-^, 



Da derselbe für m = und « = 1 verschwindet, natürlich ß und -j — ß posi- 
tiv gedacht, so wird das bestimmte Integral y =J Vdu, wenn es einen Sini; 
hat, (l) integriren. 

Es ist früher nicht beachtet worden, dafs der erwähnte Ausdruck auch 
für « ^ + CO verschwindet, wenn f — a — 1 negativ ist, so dafs alsdann aufser 
den Grenzen und 1 auch die Grenzen imd — co, 1 und co Integi'ale von 
(l) verschafl'en. Mit Hinzuziehung hiervon hat man das Resultat: 

,,Es genügt y ^f Vdu der Gleichung (1), wenn ff und h zwei von den 

Werthen 0. 1, + co bezeichnen, und 



L 1 — xu J„ 



ist ; vorausgesetzt, dafs das Integral eine Bedeutung hat." 
Wir bedienen uns der bekannten Bezeichnung, nach der [f{uy die 
Differenz f{h) — f{g) vorstellt. 

Mit Rücksicht auf die Zusammensetzung des Ausdrucks V lag es nahe, 
zu den soeben betrachteten Werthen der Grenzen des Integrals fVdu, von 
denen die beiden ersten die Gröfsen u und 1 — u gleich Null machen, den 
Werth — hinzuzufügen, für welchen 1 — xu verschwindet. Indem zunächst 

in die linke Seite von (1) j/ = f '^ Vdu gesetzt wurde, wo s eine Constante 
bedeutet, ergab sich nach gehöriger Reduction 



-(Y-ß-i)s^(i-sr 






-^^ag^il-gy-^il-^g)- 



und hieraus wurde für e := 1 geschlossen , dafs auch 



■r 



düTstellbar ist , wo ji , ij , C die v 
I-(« + P + l)»,-<"f sind. 



^^I^ + B" +CF 
dx^ dx 

i unabhängigen in Gleidumg (1) vorkommenden Gröraen x{l — x). 
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186 USTBRSÜCHUNGEN ÜBER DIE DIFFERENTIALGLEICHUNG 

der Gleichung (1) genügt, wenn 

l~xu 
für u=ff verschwindet, und l — a positiv ist; dafs das Integral einen Werth 
haben mufs, ist vorausgesetzt. 

Man hat demnach sechs, als bestimmte Integrale auftretende und, wie 
leicht zu zeigen ist, verschiedene Lösungen der Gleichung (1) (d.h. solche, 
von denen nicht zwei einen constanten Quotienten haben). Indem wir uns 
hier, wie auch im Folgenden, ar immer positiv denken, auf welchen Fall der 
eines negativen ai leicht zurückzuführen ist , stellen wir diese Lösungen mit 
Hinzufügung der Bedingungen, unter denen sie der Gleichung (l) genügen, 
zusammen : 

1) wenn p und f — ß positiv ist, ^ =^ / Ydu, 

2) „ ß „ a + l-r , " ^ ^ f "^'^"' 

3) „ T — f „ « + 1 — T n . '•' ^ ( ^'*"' 

4) „ 3 . l-o. „ ^^ y = f' Vdu, 

Ji! 



6) 



'^f' 



Um die Bedeutung dieser Integrale besser zu übersehen, kann man 
sie durch hypergeometrische Reihen ausdrücken. Man weifs nämlich, dass 
f M''(l — m)''(1 — auydu, abgesehen von einem constanten Factor, der hyper- 
geometrischen iteihe gleich ist, welche nach Gaufs mit F[ — •j,X-4-l,^+t*+2,a) 
bezeichnet wird. Ferner ühersieht man leicht, dafs sich die Grenzen der 
sechs Integrale durch geeignete Substitutionen in und 1 verwandeln lassen, 
ohne dafs die Function unter dem Integrale ihre Form «''(1— m)' (1— öm)''^« 
verliert. Ich stelle die sechs, in hypergeometrische Reihen ausgedrückten, 
Lösungen, auf die man so nach einander kommt, mit den Substitutionen zu- 
sammen, welche angewandt wurden: 
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1) i^(a, ß, Y, a;). Substitution«: 



3) a:--F(a,'-. + l-v.«+l-f,-!-), 



4) x-'-F(ri,,5 + l — v,p + l — «,— ), 
ä) a;'->-ii'(. + l — v, ;! + !-•(. 2 — r,i), 
6) i--'(l-,»)> "-.'i.'C(-., 1-., T + 1- 



i + (I-,r)>. 



Zu jeder dieser Lösungen findet man drei gleiche, nur der Form nach 
verschiedene, wenn man, nachdem die Grenzen der Integrale bereits durch 
obige Substitutionen auf und 1 gebracht sind, noch drei neue Substitutio- 
nen anwendet, welche die Grenzen ungeändert lassen, nämlich die folgenden: 

V _ _ 1 — ^ 

' 1 —x-^vx ' 1 ~vx 

Durch diese geht Vdu resp. in 

(l_x)-.-v-^-i(l_.).'-i(l_-^r"d», 

(^i-xr-'v^-'ii-vy-^-'ii-^^y-ydv, 

(l_3^)v- ~%i-,*-i(l_„)(»-i(l — ^a;)°-vdv 
über; sie führen also von F(a, ß, 7, x) auf 

(l-x)-'i^(«,T-?,T>^), 
Stellen wir nun die in hypergeometrische Eeihen übertragenen Integrale zu- 



Hosted by 



Google 



188 UNTEßSUCHUNGEN ÜBEK DIB DlFFKKENTULaL EICHUNG 

sammen, so haben wir sechs Classen, von denen jede vier gleichbedeutende 
I-ösungen enthält : 

Classe I. 
1) -f(«,?,r,a:), 

3) {l^x)-F(a,^-?,^,-^-i^), 

Classe II. 



3) F{^,^,,+ f. + l—i,l~x), 

Olasse m. 

1) i-Ji'(.,« + l-,,. + I-,5,|), 

2) xi•-'(l-!c)'—'F(l-;^,^^Sl,,- + l-?, i), 

3) (l-a:)-"y(a,,-?,, + l-?,^), 

1 



Classe IV. 
2) i""'(l— I)'— '^^(l — o.Y — «, P 



4) x'-'(l-»)'-Mf(p + l_,,i_.,p + l_ 
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DER HYPEBGEOMETßlSCHEN REIHE. 

Classe V, 

1) x'-.'F{<,.-\-l--!.? + l—i,2—!,x], 

2) x'-y{l-xy-''-''Fyl-',,\-^ii,2--i,x), 



4) :.i-^(l^:,).-,-'i,-(ß + l— ^l-«,2-v,-^-). 
Classe VI. 

4) 3;i->'{i_x)^"-''-*F(l — '/, 1— ß^i+l— a — ß, 1~^). 

Diese 24 Reihen sind dieselben, welche Kummer im §.8 seiner Ar- 
beit über die hypergeometrische Reihe im 15*"" Bande des Crelie sehen Jour- 
nals aufgeführt hat, über deren Bedeutung man an jener Stelle das Nähere 
findet. Die hier vorliegende Untersuchung giebt also das neue Resultat, dafs 
die bestimmten Integrale, die jenen Reihen gleich sind, sämmtlich durch In- 
tegration desselben Ausdrucks zwischen zweien der Grenzen 0, 1, + oo, — er- 

X 

halten werden. 

S-2. 
Eine ganz andere Art von Beziehungen zwischen Integralen der Glei- 
chung (l) erhält man durch Verallgemeinerung der Untersuchungen, welche 
Gauls in seiner Arbeit über mechanische Quadraturen führt. Es tritt dort 
(Art. 8) eine Function T vom (m-|-1)"" Grade auf, deren Zusammenhang mit 

f Aniafs zur Auffindung des folgenden Satzes gab : 

„Ist 1/ = flu:) ein Integral der Differentialgleichung (l), so wird 



(2) 



--(t^' ■t{t)ät=j Wf{t)dt 
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190 UNTERSUCHUNGEN ÜBER DIE DIFFBRENTIALGLEICHUKO 

ein Integi^al der Differentialgleichung 

(3) ^(l-:^)/'+(p + i_^_(2f> + l-a-ß)xJ^-(p-=i)(p-ß)^ = 0, 

wenn sowohl g als h einen der Weithe 0, 1, + co hat, und 

ist. Man kann auch h ^= w setzen; alsdann mufs aber der Ausdruck in 
der Parenthese für t ^= g verschwinden und 1 — p positiv sein." 

Um diesen Satz zu beweisen, kann man davon ausgehen, dafs f{t) der 
Differentialgleichung 

«(i-«)n«)+(i-(«+['+i)or(() = «pfw 

genügt, welche, mit F^'(l — 1")'''^?~'' multiplicirt, die Form annimmt 

"Y'(0) 

Dies, in das Integral auf der rechten Seite der Gleichung (2) eingesetzt, giebt 
nach einer theilweisen Integration 

und nach einer zweiten theilweisen Integration 

Wendet man nun die in der Anmerkung des §. 1 gegebene Transformation 
an, nach welcher, wenn u ~ —. «^ F = W gesetzt wird, 



--'ii^-^ 



)?5^ + (p+i-i-(2p+i-«-fi)=i)^--P(p-.-P)Tr 



ist, so findet man den oben aufgestellten Satz. 
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Das in demselben enthaltene Ergebnifs läfst sich in eine andere Form 
bringen, und zwar durch Vergleichung der beiden Lösungen jP(a,S,7,ir) und 
a? •"'■( 1 — 0?) ='"""'* i^(l — a, 1 — ßr 2 — Y, ^) der Gleichung (1), welche in den Aus- 
drücken I) der I*^" Ciasse und 2) der V"" Classe gegeben sind. Da nämlich 

-f(l — a, 1 — ß, 2 — "f, x) eine Lösung C von 

(1'') x{l-x)C-^(2^-s~(3-rj.-^)x)V-(i~rj)Cl^ß)r _ 

ist, so läfst sich das Resultat jener Vergleichung in der Art aussprechen, dafs 
eine Lösung C von (l^), maltiplicirt mit x'"' [1 — xY'"'"^ , eine Lösung von (1) 
giebt. Läfst man an die Stelle von (1^) die Gleichung (3) treten, indem man 
a, ß, -f um 1 — p vermehrt , so folgt mit Hülfe des obigen Satzes unmittelbar, 
dafs 






(4) Z^a:^-'(\-x}^'—>-'J ]^j^, fifldt 

eine Lösung- derjenigen Gleichung wird, in welche gleichzeitig (1) übergeht, 
d. h. von 

(6) l(l-a;)2" + (l + l-p~(t.+ P + 3-2p)i)Z'-(«+l-p)(p+l_p)Z= 0. 

Setzt man hier insbesondere p = 1, so wird (5) mit (1) identisch, und 
man erhält aus einem Integrale f{x) der Gleichung (l) ein zweites 



(6) x'-'d-xy—'J '—^}j^—f(t)dl. 



S-3. 

Die letzte Formel giebt ein besonders interessantes Resultat, wenn f{t) 
eine endliche Reihe, also eine solche hypergeometrische Reihe ist, deren 
erstes oder zweites Element eine negative ganze Zahl — w wird, lieber die 
Ligenschaften solcher endlichen Reihen soll in diesem und den folgenden 
Paragraphen, bis §. 6 einschliefslich, gehandelt werden. 

Differentiirt man die Gleichung (l) 

mehrere Male hinter einander nach x, so erhält man 
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3:(l-3;)2/""+(T + 2-(a + ß + 5)it)!/"-(a+2)(ß + 2)y' :z^ 0. 

Das durch (n — l)-malige Differentiation gewonnene Resultat wird durch Mul- 
tiplication mit 

auf die l'orm gebracht 

lk!li^|!^?!l = (.+„-i)(|i+„_i)^-{i-^)-jifj("-.), 

WO 

Indem mau diese Gleichung noch ferner (« — l}-mal differentiirt, erhält man 

rf'-l:> ;" (l -x)'-.afy'"'i _ (, 1,, i)(.in li '^""M^""'(l-^r' ^/y"""i 
dx" ^ ' Ai^T ; dx'^~'^ ' 

und durch wiederholte Anwendung ergiebt sich hieraus für jedes ganze posi- 
tive n die Gleichung 



d"J3^''( l — a:)"-Mj /'"'i 



(?«" 



:.(. + l)...(. + «~l).P(P+l)...(|i+«_l)MS,, 



in welcher M denselben Werth, wie oben, bezeichnet. 

Ist nun y eine bei der w'™ Potenz von x abbrechende hypergeometrisclie 
Reihe, setzt man also ß = — n, während a und ^ beliebig bleiben, so wird 

und nach obiger Gleichung 

Fi-n . , ») = ^' '' d-»)'-^'-" rf-la^'+'-'d-x)-'! 
^ ' '^' ' •,(, + !). ..(t + «-1) <i:t" 

oder, wenn man a + w für a setzt, 



(7) r(— 11, n + 11, Y, x) • 



i(y + i)---(i + « 



Dieser Ausdruck zeigt einerseits, dafs sich jede endliche hypergeome- 
trische Eeihe in die elegante Form der rechten Seite von (7) bringen läfst, 
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DER HYPBRGEOMETRISCHEN BEIHE. 130 

und giebt andererseits dem häufig vorkommenden Differentialausdrucke der 
rechten Seite die entwickelte l'orm eines Productes von Potenzen in eine 
einfache hypergeometrische Reihe. Für a = i — ^ erhält man 



l.2...n (?a 

und setzt man x = -—r — , 

1 d"(e 



= F(—n, «4- I, 1, x), 



2". 1.2...« dl" 

also links die bekannte Function, welche durch Entwickelang von ■ ,■■.■.. . :^- :^r^-:T:r - 

nach Potenzen von h entsteht. Den Ausdruck derselben durch die Reihe 
auf der rechten Seite findet man bei Dirichlet [Grelle s Journal, Bd. 17, S. 39). 
Auf ähnliche Art erhält man eine Entwickelung des «'™ Differentialquotienten 
— -^— TT-« ! welcher bekanntlich für S — cos^ mit cos»tp zusammenhängt. 

§.4. 
Es macht keine Schwierigkeit, die erzeugende Function der durch (7) 
gegebenen Ausdrücke in derselben Art aufzufinden, wie es in Crelle's 
Journal. Bd. 2 , 8. 224 (p. 22 und 23 dieses Bandes) , in dem schon §. 3 er- 
wähnten besonderen Falle a = f — l geschehen ist. Man kann sich dazu 
der Lagrangeschen Formel bedienen, nach der 

<,A^}f -fr^-L* '«[/■(^)z(*)] , Ä' d'ifi^yxi^)] , 
^■^^>7x ^ ^-'''' + T ~^d^ +172" ä^ +■ 

ist, wenn zwischen x und i/ die Gleichung 

y — x = hf{y) 

besteht, und hat nur 

f\x) = x{l~x), xix) = 3:'"'(1 — a;)"^'' 

■zu setzen. Macht man 

F( — », a -j- H, f , x) = X„ 

und, wie oben, 2x = 1 — ;, so erhält man 
VI. 25 
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i!'-'(l-i:Y"'',h-l + \li-ihl+t'\'"' \h + l-\'r:^T+W'\'-i 

n=o 1.2...n 

Diese Formel, welche sich nicht durch Einfachheit zu empfehlen schien, ist 
nicht weiter verfolgt worden, sondern zunächst nur ein besonderer Fall der- 
selben. 

§.5. 
Man entwickele nämlich mit Hülfe des binomischen Lehrsatzes 

nach aufsteigenden Potenzen von h. Setzt man die so entstehende Eeihe gleich 

so wird 

" 1.2...n ^ ' ' 2 ' ' 

wenn x und S wie im vorigen Paragraphen zusammenhängen, also auch 

„ ^ ,. c(c+l)...(c+..-l) _ [a.{l_-^)]*"-"" i'[x{l-x)f" ^'"'' 

(2cH-n)(2c+)i + l)...(2^ + 2M — 1) n(w) dx" 

§.6. 
Nach den im ^. 4 mit X„ bezeichneten Ausdrücken läfst sich, wenig- 
stens so lange f und a-|-l — j positiv sind, eine l'unction tp(a?) nur auf eine 
Art entwickeln, so dals also, wenu man ^{x) = X o„X„ setzt, die Constan- 
ten a„ vollständig bestimmt sind. Man hat zum Beweise dieses Satzes nur 
zu zeigen, dafs 

verschwindet , sobald die ganzen Zahlen m und n von einander verschieden 
sind. Es genügt aber X„ der Differentialgleichung 
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dx, 



also gleich — nj(m + a) J„,^^ wird, woraus man schliefst, dafs t7,„„ versehwin- 
det. Ist m = n, so Uifst sich der Werth dieser Constanten leicht aniicben. 
da offenbar 

)((■» + «)./"„,„ = f X:,X'^x''{i~x)"+^-'-dx 

ist; ferner 

(„_i)(„ + a + i) rx:x',^x-(i—xy+^--dx = rx';x:x'+-\i—x)'-+^-uix 

etc., so dafs man für J„^„ den Werth 

J_ Il(«)[ri ( Y-l)]'n(« + H -Y) 
"a + 2« n(a + M-l)n(Y+n-l)" 
erhält. 

§. '. 

Für ein zweites Integral der Differentialgleichung, deren erstes X„ ist, 
erhält man durch die Formel (6) des §. 2 den Werth 

Jg t —-X 

welcher für = 7 — ! in den am Anfange des §.2 erwähnten übergeht, 
wenn man n-\-\ für n und ^ ^ 0, h^ \ setzt. 

Nach §. 3 kann der obige Werth auch durch 

df" t—x 



wem 



ersetzt werden , also auch , wenn die Werthe 1; , a eine Integration durch 
Theile gestatten, durch 



-^- = 
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196 USTEKSUCHUKGEH ÜBER DIE DIFPEEENTIALGLEICHUHG 

Die Differentialgleichung ist dann durch 

vollständig integrirt, wenn a und h willkürliche Constanten bezeichnen. 

§■ 8- 

Die Resultate, welche Gaufs durch Vergleichung von T und / 

für die Kettenbruchentwickelung der logarithmischen Reihe gefunden hat, 
lassen sich durch Vergleichung von X„ und 2„ auf die besondere hyper- 
geometrische Reihe i^(a, !,■(,;(?) übertragen. Man erhält auf diesem Wege 
fast ohne Rechnung die Resultate über die Werthe der Näherungsbrüche 
von Kettenbrüchen, die zuerst durch Auflösung linearer Gleichungen gefunden 
worden sind [Cr eile' s Journal Bd. 32, -S. 208, sowie Bd. 34, 8. 297). 

Es seien a + 1 — 7 und -j positiv, ferner ,r > 1 ; bezeichnet man den Wertli 
von X„ für X = t mit T„ und setzt 



-TT« =ff'-'ii-tr-'~^dt, 



so dafs W„ eine ganze Function (w— l)*™ Grades von x ist, so hat man 
offenbar die Gleichung 



^0 t — X Jg 



'^=S^-.äL 



und hieraus, wenn man mit a und b leicht zu berechnende Constanten be- 
zeichnet , 

«- X,Fi-,, 1, . + 1, h =W„ + l£ •- ^^^ 

Das mit b multiplicirte Integral , nach absteigenden Potenzen von x ent- 
wickelt, fängt mit x^~^ an (der Grad ist — («+!)); wir haben also eine 
Function«"" Grades X„, die, mit F{'(, 1, a-pl, — ) multiplicirt, eine ganze Func- 
tion xW„ und einen Rest vom ( — n)^° Grade giebt. Seit der Arbeit von Gaufs 
über mechanische Quadraturen ist es bekannt, wie diese Eigenschaft der X„ 
es möglich macht, sofort die Nenner der Näherungsbrüche des Kettenbruches 
für i^(a, l,f, — ), wie er sich aus der Abhandlung von Gaufs über die 
hypergeometrisehe Reihe (Art. 13) ergiebt, nämlich nach der dortigen Be- 
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Zeichnung von 



1 - etc. ' 
anzugeben. Der Nenner Q-2„ des (2«)*'° Näherungswerthes ist nämlich von 
dor Form 

Q2. = co" + b,x"-' + h,x"-'^--- + K, 
der des {■2n-~ 1 1'™ 

wenn wir x als den ersten, x — a als den zweiten zählen. Ferner mufs Q^,, 
üder Qsb+i, mit F{a, 1, -f, ■— ) multiplicirt , gleicli einer ganzen Function von 
i», vermehrt um einen Rest vom Grade — ii, sein. Es können sich daher Q^^ 
und Qz^i nur durch coustante Factoren von Fl — n^-^-^-n — l.a.x) und 
a!F{ — n, -^-{-n, a-\-l, x) unterscheiden; bestimmt man diese gehörig, nämlich 
so, dafs die höchste Potenz von x die Einheit zum Factor erhält, so entsteht 

Q2,, ^ x"F{—n, 1 — 1. — n, 2 — Y — 2m. ^), 

öan+i - x-^'F{~n, -a-n, \-^~2n, i)- 

Haben 1 und a+1 — -f andere Zeichen, so kann sich an den Resultaten offen- 
bar nichts ändern. 

§.9. 

Wir gehen nun zu der letzten Untersuchung über , nämlich zur Beant- 
wortung der Frage, ob es für jeden endlichen Werth der Elemente möglich 
ist, die Differentialgleichung (1} durch einfache bestimmte Integrale vollstän- 
dig zu integriren. Dafs die sechs bestimmten Integrale des §. 1 nicht zu- 
gleich gelten, sieht man ohne Weiteres ein; indem ich nun nicht nur, wie früher, 

F= w-\\~u)''''-'^{\'-xti)-\ 
sondern auch 

W = u"~\l~u)'-'-\l — xu)-'' 
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UMTERSÜCIJUNGISN ÜBEK DIE DIFPEEEKI'IALGLEICUL'KG 



setze , sollen in der folgenden Tabelle die Fälle angegeben werden , in denen 
j Vdu oder jWdu eine T-ösung von (1) verschafft. Es ist dabei nach den 
Vorzeichen von, a, p, •( — a, ■( — ^fi eingetheilt und, um die Anzahl der Falle 
zu beschränken, angenommen worden, dafs ß — a nicht negativ ist. 



i 


t 


], L ii . u 
Y-.ii »'^l 1 


11 g c n 


^ 1 


1. 


+ 


+ 


+ 


+ 




r- 




2. 
3. 


+ 

+ 


+ 


- 


+ 


f'rd« 


f- 


r Vdu 


j'vdu 


+ 




J" Wdu 


j Wdu 


f Wdu 


4. 


+ 


- 


+ 


- 


r^"'" 




5. 


+ 


- 


— 


+ 


/"'-« 






fvdu 


6. 


+ 


- 


r^" 


iS 


j' Vdu 


7. 


i 


+ 


- 


+ 


/f*. 




j'Vdu 




1 "" 

8.1 — 

ij 


- 


- 


+ 


/-* 


j' Wdu 


J'Wdu 


Cwdu 


9. 


1 




- 








fvd. 
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DEK HYPERGEOMETRISCHEN REIHE. 199 

Da sowohl für den fall, dafs a7> 1, als auch für den, dafs ü?<; 1, zwei ver- 
schiedene Lösungen angegeben werden müssen, so erkennt man in der Tabelle 

leicht, wann noch Lösungen zu suchen sind. 

§■ IW- 
Um solche aufzufinden; kann man sich des im §. "2 aufgestellten Satzes 
bedienen. Dieser giebt nämlich die Beziehungen zwischen den Differential- 
gleichungen zweier hypergeometrischen Reihen, deren Elemente a, ß, y und 
p^a, p — /, p-f!^-; sind. Man wende ihn an, indem man an die Stelle 
von a, '^. Y rcspective p — o. p — fi, p-|-l^f setzt, so dafs zugleich f/ — a. 
p — ^, p-|-l — Y respective in 

?-(?-'.) = '■, ;'-(?-?) = li, r' + i-(p + i-7) = Y 

übergehen. Nimmt man nun p so, dafs p — a gleich einer negativen ganzen 
Zahl — n wird , so ist ein Integral der ersten Differentialgleichung eine end- 
liche Reihe 

F{—n, a— 3 — K, ot-l-1 — Y — n, a:) ^ f{x); 

die zweite Differentialgleichung ist jetzt die Diii'erentialgleichung (l) selbst, 
nach (2) findet man also ein Integral von (l) durch die Formel 

■" t'-'-{i^t)'->—' 



-f 



-(t^^- — «')*■ 



oder, mit Benutzung der im §.3 gegebenen Umformung, durch die Formel 

vorausgesetzt, dafs bei constantem g und h 

ist, und dafs, wenn h = x, der Ausdruck in der Parenthese für t = g ver- 
schwindet und n-|-l — a positiv ist. 

Dieses Resultat läfst sich übrigens leicht verificiren, und ähnliche lassen 
sich eben so leicht auffinden , wenn man erwägt , dafs nach Integration durch 
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200 UNTBESUCHDNGEN ÜBER DIE DIFFERENTIALGLEICHUNG 

Theile auf der rechten Seite unter dem Integrale 

("-'■ ( I _ ty-f-^ {t — x)~" dt 

übrig bleibt, wenn diese Operation erlaubt ist. Dieser Ausdruck, zwischen 
g und k integrirt, ist aber eine J^ösung von (l); sind z, B. g und h gleich 
und 1, so giebt die Integration eine Lösung der dritten Classe, Man 
schliefst hieraus unmittelbar, dafs auch, wenn die Integration durch Theile 
nicht gestattet ist, Z eine J_,ösung von (1) ist, wenn nur das Integral einen 
Werth hat. 

§.11. 
Wir können nun die Tafel des §. 9 vervollständigen. 

1) Im ersten Palle fehlen zwei Integrale, wenn x> \; man kann 
oti'enbar folgende hinzufügen : 

wenn n so grofs genommen wird , dafs respeetive n-\-\ — ^ oder n-\-\ — a 
positiv ist. Darf « — genommen werden, so sind diese Integrale respective 
von der III'*" und IV'°" Classe. 

Ist X <. \, so fehlt ein Integral, welches man jedenfalls gleich {\^x)~^^ 
setzen kann, wo C der Differentialgleichung (1) genügt, wenn man in ihr 
a, p, Y; X oiit fj, -f — a, ß-j-l — a, vertauscht. Man vergleiche Form 3) 

der IV*"" Classe. Hieraus folgt, dafs als fehlendes Integral 

betrachtet werden kann , wenn o + m + 1 — 7 positiv ist. Für m = erhält 
man ein Integral II*" Classe. 

2) Im vierten Falle, wenn j;> 1, kann offenbar 



i: 



"-i'""('-r!rrii(f._^)->^, 



Hosted by 



Google 



DER HYPERGEOMETlilSCHEN EEIHE. 201 

mit der Bedingung , dafs w + ^ — ß positiv ist , als Lösung genommen 
werden. 

ist if < 1, so mache man mit Beachtung der Form 1) der 11**" Classe das 
fehlende Integral gleich -r~"C, wo C der Differentialgleichung gentigt, in 

(1) übergeht, wenn für a, ß, f, x resp. a, 

wird. Dadurch erhält man als Lösung 






mit der Bedingung, dafs h -j- 1 — a positiv sein mufs. Für n = d erhält man 
Integrale der III'^'' und V*™ Classe. 

3) Im fünften Falle mufs man ein Integral suchen, wenn j? > 1 . Mit 
Berücksichtigung des vierten Integrals I'"'' Classe setze man z = (1 — -r)~f C 



(,_.r,jriiif:!£;^(,_^„f 



dt, 



mit der Bedingung, dafs v-\-l — ^ positiv sei. 
Ist ic <: 1 , so erhält man zwei Integrale 

resp, mit den Bedingungen, dafs n-\-i — ß und 7-l-n — ß positiv sein müssen. 
Für n — a verwandeln sich die Integrale in solche der VI"*", VI*"" und 
I'" Classe. 

4) Im siebenten Falle findet man für a? > 1 

und für x <- ) 
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202 TINTEESDCHUMQEN ÜBER DIE DIFPEREMTIALGLEICHÜNG ETC. 

resp. mit den Bedingungen, dafs » + ß und w-j-a positiv sein müssen. Für 
n = entstehen Integrale der IV*"" und I*™ Classe. 
5) Im neunten Falle erhält man für x >■ 1 






endlich für <r < 1 



Die Bedingungen sind resp., dafs -^-[-n — ß, i + » — a und n-\-a positiv sein 
müssen; für « = entstehen Integrale der 111*'", IV*^" und II"" Classe. 
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ÜBER REIHENENTWICKBI.ÜNGEN, WELCHE NACH DEN POTENZEN 

EINES GEGEBENEN POLYNOMS EOKTSCHEEITEN UND ZU 
COEFFICIENTEN POLYNOME EINES NIEDEREBEN GRADES HABEN. 

(Aus deu Liuterlassetieu Papieren C, 6. J. Jacohi's mitgetheilt durch C. W. Borchardt) 
Borchardt Journal für die reine und angewandte Mathematili, Bd. 53 p. 103—126. 



Lösung der Aufgabe nach der Methode der Entwickelungs- 

Coefficienten. 

Wenn man eine Function von x nach den Potenzen eines endlichen 
Polynoms 

-P = P-{-Pi^-\-P2^^-\ l-i»«^" 

entwickelt, so kann diese Entwickelung 

(1) «+.,p+«,p'+«,p'+.-- =r(i), 

wenn 0,01,02- ... constante, nicht vieldeutige, Coefficienten bedeuten, für 
jeden gegebenen Werth von P nur für einen der n Werthe von x gültig 
sein, welche dem gegebenen Werthe von P entsprechen, Convergirt nämlich 
die Reihe für einen gegebenen Werth P ^= b, so hat sie einen vollkommen 
bestimmten Werth; die Function f{j;) aber erhält, wenn man für a; die ver- 
schiedenen Wurzeln der Gleichung P = b setzt, n verschiedene Werthe, und 
es kann nur einer derselben mit dem Werthe der Reihe 

übereinstimmen. 
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Wenn aber die Coefficienten keine Constanten, sondern Polynome des 
(n — l)*'" Grades von x bedeuten, so kann die Gleichung (1) für alle « Werthe 
von X gelten, welche demselben Werthe von P entsprechen. Bezeichnet man 
in diesem Falle mit 

X, Z„ X^, . . ., X„_i 

Polynome vom [n — 1)'°" Grade, so kann man der Reihe (l) immer die Form 

geben, in welcher ä, Äj, . . ., *S,^i nach den Potenzen von P fortschreitende 
Reihen mit constanten Coefficienten bedeuten, und es wird die Gleichung (l) 
für alle Werthe von x gelten, für welche die Gröfse P solche Werthe er- 
hält , dafs die n Reihen S, S, , ... convergircn. 

Wenn die Function f{x) ebenfalls ein endliches Polynom ist, so wird 
die Reihe (1) immer abbrechen. 

Man findet dann den Coefficienten a als Rest der Division von f(js) 
durch P; nennt man den Quotienten dieser Division fi{x), so findet man «i 
als Rest der Division von /i(a?) durch P, u. s. f. 

Diese Methode , die Coefficienten o, % etc. zu bestimmen , ist aber 
nicht mehr anwendbar, wenn f{x) nach den Potenzen von x iiis Unendliche 
fortschreitet. 

Für diesen Fall kann man den Coefficienten des allgemeinen Gliedes a^, 
wenn man die Möglichkeit der Entwickelung (1) voraussetzt, durch folgende 
Betrachtungen finden. 

Man dividire nämlich die Gleichung (l), in welcher f[x) eine nach 
den ganzen positiven Potenzen von x entwickelte Reihe bedeute, durch P'+' 
und entwickele jeden Term des hierdurch erhaltenen Ausdrucks 

(2) p5-T + pi+--- + -p + "<+. + »'+^-P+--' = '^, 

nach den absteigenden Potenzen von x, so erhält man aus der Entwickelung 
der Terme 

gar keine negativen Potenzen von ; 
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stehenden negativen Poteiizen von a: beginnen mit — , weil die Polynome 
a, «1 etc. um einen Grad niedriger als P sein sollen; die aus der Entwicke- 



u. s. f. 

In dem Producte 



/■W™+r. 



den absteigenden Potenzen von x entwickelt ist, kann dalier das Aggregat 
derjenigen Terms, welche in 



multiplicirt sind, nur aus der Entwickelung eines einzigen Terms des dem 
Bruche -^^^ gleichen Ausdrucks (2) , nämlich des Terms -^ , hervorgehen, 
weil, wie man gesehen hat, jeder Term ^^ nur positive Potenzen von x 
und jeder Term -^^ nur höhere Potenzen von — als --^ giebt. 
Wenn man demnach dieses Aggregat mit 

A+4 + ... + ^ 



bezeichnet, so 


hat 


man 




(3) 






= ^+^ + ■■■+1^ 


wo die auf — '' 


. fol 


gendei 


1 Glieder nur höhere 



1 



die 



f(x) 
enthalten. Multiplicirt man daher den Theil der Entwickelung von -pTr^ , wel- 
cher nur die negativen Potenzen von x enthält, mit P und behält in dem Producte 
nur die positiven Potenzen von x hei, so erhält man den gesuchten Coefßcienten a^. 

fix) 
Denn dieser Theil der Entwickelung von 4^t weicht, dem Vorstehenden zu- 

folge, von der Entwickeluntr von -^ nur in den Potenzen von — ab, welche 
höher als die w*" sind, und diese geben, mit P multiplicirt, keine positive Po- 
tenz von X. 
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Wenn F{x) eine Reihe ist, welche gleichzeitig positive und negative 
Potenzen von (S enthält, so kann man den blos die negativen Potenzen von x 
enthaltenden Theil dieser Reihe besonders darstellen. Derselbe wird nämlich, 
wie ich in den Disquisttiones atiali/ticae de fractionibus simplicihus (cfr. Bd.IFI 
p. 1 dieser Ausgabe) gezeigt habe, der Coefficient von -^ in der Entwickeliiug 
des Bruches 

x-h ' 

wenn man diese Entwickelung nach den aufsteigenden Potenzen von h, den 
absteigenden von x anstellt. 

Hiernach wird für unseren Pall der Theil der Kntwickelung von ^^^, , 

welcher nur die negativen Potenzen von j; enthält, der Coefficient von ,- 
in der Entwickelung des Bruches 

m 

Um a, zu erhalten, hat man diesen Ausdruck, zufolge des im Vorste- 
henden Bewiesenen, mit P zu multipliciren, und im Producte 



^Ä - -^ V ^- + ^ + ,r' + ^- + V 



nur die positiven Potenzen von x, die Constante mit eingeschlossen, beizu- 
behalten. Wenn man 



K = P„ 
setzt, so folgt hieraus, dafs a,. der Coefficient von -r- in der Entwickelung von 

I A + p,* + p,i- + . . + p ft-' i -p^L- 

ist. Giebt man demnach dem Polynome {n — 1)'™ Grades, welchem der ge- 
suchte Coefficient a. gleich ist, die Form 
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^'^* Coiistanten sind, so wird ßj"' der Coefficient von - 



der Entwickelung; von 



lP(*)i«: 



oder, wenn man x für k schreibt, gleich dem Coefßcienten von 
Entwickeluncf des Bruchs 

n± 

pi+i 

Wenn f(x) eine unendliche Reihe ist, '- ■"■'"'' '"'•' 
dessen einer Factor nach den positiven, der andere nach den negativen Po- 
tenzen von x in's Unendliche fortschreitet, und daher jeder Coefficient dieses 
Froductes ebenfalls eine unendliche Reihe. Man kann aber, wenn man die 
Facto renzerfallung von P kennt, die Gocfficienten der negativen Potenzen in 
diesen^ Producte, oder die Gröfsen ß^ , auf folgende Art durch einen endlichen 
Ausdruck darstellen. Zufolge der von mir in den augeführten Untersuchun- 
gen über Partialbrüche gegebenen Sätze wird nämlich der Theil der Ent- 
Wickelung von ^^lA > welcher blofs die negativen Potenzen von x enthält, 
der Coefficient von -r in der Entwickelung der Summe 



■^ [P(a;j_|_A}]H-i(3:_a:,-Ä) ' 

wenn man diese Summe über alle Wurzeln Xi der Gleichung P = o aus- 
dehnt, und die Entwickelung nach den aufsteigenden Potenzen von k, den 
absteigenden von x anstellt*). Es wird daher der Coefficient von — r- in der 



pi+i ' 

der Entwickelung von 






*) Aehnliche Sätze hat Hr. Cauchy fast ui 
und ilineo eine sehr grofse Entwickelung gegeben , 
neanungen und Zeichen einzuführen , und daraus 
sidvs nennt. 



L dieselbe Zeit in seinen Exereices ä^Anaiyse aufgestellt 
so dafs er es für nöthig gehalten hat, dafür neue Be- 
linen eigenen Calcul zu machen, den er Calcul des Si- 
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Setzt man 

SO wird ß'J gleich dem Coefficienten von h' in der Entwickelung von 
1 ^ i^.+hf-'gx^ + h) 

oder 



wo man während der Differentiationen nach einer der Gröfsen x^, ^^ , 
immer die anderen sämmtlich als constant anzusehen hat. 



Lösung der Aufgabe mittelst der Lag rangeschen Keihe. 

Man kann zu diesen Resultaten auch durch folgende Betrachtungen mit 
Hülfe der Lagrangeschen Reihe gelangen. 
Wenn man das Polynom 

setzt, so erhält die vorgelegte Entwickelung von f(x) die Eorm einer ganzen 
Function von x vom [n — 1)'™ Grade, deren Coefficienten nach den ganzen 
positiven Potenzen von y aufsteigende Reihen sind. Das Eigenthümliche 
dieser Entwickelung besteht darin, dafs sie gültig bleiben soll, wenn man 
für denselben Werth von y für die Gröfse x jede Wurzel der Gleichung 
P ^= y setzt. Bezeichnet man daher die n Wurzeln der Gleichung P = y mit 

X,, Xj, . . ., x„, 

so erfordert die hier vorgelegte Aufgabe , zuerst eine ganze Function von x 
vom (7i — 1)*™ Grade zu bestimmen, welche, wenn man für x nach einander 
die Werthe X,, X^, . . ., X„ setzt, respective die Werthe 

/{XJ, fix,), ..., /-(xj 
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annimmt; die Coefficienten dieser Function, welche auf bekannte Art durch 
die Gröfsen 



X,„ /■(!,), f(X,), 



f(K) 



ausgedrückt werden, sind dann mittelst der Gleichung P =y nach den gan- 
zen positiven Potenzen von y zu entwickeln, was, wie ich zeigen will, mit 
Hülfe des Lagrangeschen Lehrsatzes geschehen kann. 
Aus der Gleichung 



. !J+JJ,a,' + fta:'H hii,«' 

P-i/ 



= iJ.(ä,-Z,)(i-X,)...(«-X.) 



-2:, 



= j>„(j — X,)(a; — X,)...(:t — Z„) 



Setzt man F'[fe) = -3—, so wird 

P'(X,) = )),(X,— X,)(Z,— X,)...(X,— XJ. 

Mittelst dieser und der ähnlich gebildeten Gleichungen kann die bekannte 
Lagrange sehe Formel, durch welche eine ganze Function vom (w — 1)''" 
Grade ausgedrückt wird , welche für a: = X^ , X^ , . . . , X„ respective die 
Werthe /'{X,), f[X,), . . ., f{X,) annimmt. 



«2,) 



+ f(Xi> 



(x-X,)(x -X,)...{x-X.) 
(X,-X,)(X,-X,)...{X,-X,) 

(i-Xi)(i-X.)...(i-X,) 
(X!-X,)(Xj-X,)...(Xs_X.) 



+ fix,) -,-, 



( »-X,)(a;-X, )...(a;- X._i) 



(X,.-Xi)(X.-X8)...(X.-X.^,) 



folgeridermafsen dargestellt werden ; 
VI. 
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,-!^( Xifl-Xi) , Xaf(X,) , , X.ffX.)} 



+-'^•1 P'(ii) ^ r'(Xi) ^ ^ P'(x.) ) 

Die n Summen rechter Hand hat man nach den ganzen positiven Poten- 
zen von y zu entwickeln. Der Coefficient von y' in der Entwickelung der 
Summe 

P'(Xl) ^ i"(X2) ^■■■^ -f*'(X„) 

ist die im §. 1 mit ß^' bezeichnete Gröfse. 
Setzt man 

und bezeichnet man mit Y^ die Summe 

so erhält der obige Ausdruck, durch welchen f{x) dargestellt worden ist, die 
einfachere form 

Es wird daher ß['' der Coefficient von y* in der Entwickelung von -^t oder 
man erhält f^\ wenn man dm Coefficienten von y^^ in der Entwickelung von 
Y^ mit i -\r\ nmlttpUcirt. 

Um jeden der einzelnen Terme 
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all 



deren Aggregat mit J^ bezeichnet worden ist, nach den ganzen positiven 
Potenzen von y entwickeln zu können, mufs man, wenn man hierzu den La- 
grangeschen Lehrsatz benutzen will, die Gleichung P =y auf verschiedene 
Arten auf die von L a g r a n g e zu Grunde gelegte Form 

a — a: + ?/tp(a;) = 

bringen. Die Lagrangesche Entwickelung bezieht sich nämlich auf dieje- 
nige Wurzel dieser Gleichung, welche für ^ = den Werth a erhält oder 
einen solchen Weith, für welchen nicht zugleich die Funcbion 9(0?) unendlich 
wird. Setzt man 

2-* = i'.X'^ — x^{x — x^...{x — a:^), 

so reduciren sich die Wurzeln der Gleichung P = y für y = auf ir, , a?a , . . . , a;„ . 
und ich will X,„ diejenige nennen, welche für j/ = den Werth x^ erhält. 
Um eine auf diese Wurzel X,„ bezügliche Entwickelung mittelst des La- 
grange sehen Lehrsatzes zu erhalten, mufs man der obigen Bemerkung zu- 
folge die Gleichung P — y folgendermafsen darstellen : 



so dafs für die verschiedenen Wurzeln Xj, X2, . . ., X„ die Gröfse a in der 
Lagrangeschen Gleichung respective die Werthe Xi, x^, . . .. x^ erhält, 
und für ^[x] die Functionen 



P ' p ' ■ ■ ■ ' p 

zu setzen sind. 

Die Lagrangesche Keihe giebt, wenn if{x) eine beliebige Function 

von X und ij'{x'] =^ ■ ■ V - ist. 
' ^ ' ax 

Setzt man hierin 



^{^) ^ "^i^i^) = ,/V"V(^)da:, 



SO erhält man 



'.W = +.(») + !' ='*'Y(»)?(») + i 



l <i[''-VWTW'] j_ f_ »i'|.'-V(-)T( »)'] 



lil 



' + 



2.3 
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Setzt man in der Reihe rechts vom Gleichheitszeichen 



so erhält man die Entwickelung von ^{Xi) und auf ähnliche Art die Ent- 
wickelung von ^{Xi), ^{X^), . . ., '^{X^). Die Summe aller auf diese Art 
erhaltenen Reihen giebt die Entwickelung von I^. Multiplicirt man den 
Coefficienten von y^ in dieser letzteren mit i-^-i, so erhält man 

.. -r/t-.) 



(0 — ■^ 1 Pl'''H (-i-a' a)('^i~'«3)---(^ i--H)]^^ 

P^ ~ ^ 1.2.3.. .i"" ~ ' dx\ 

wenn man während der Differentiation nach Xi die Gröfsen x^, ^s-, ■ ■ ■■, *'„ 
als constant betrachtet und die Summation noch auf die n — 1 anderen Aus- 
drücke erstreckt, die aus dem unter dem Summenzeichen befindlichen durch 
Vertauschung von Xy mit x^, x^, ■ ■ ■> *'« erhalten werden, welches das im 
ersten Paragraph gefundene Resultat ist. 

Hat P den Factor [x — x^y'' und ist durch keine höhere Potenz von 
X — Xi theilbar, so erhalten für y = gleichzeitig [i Wurzeln der Gleichung 
jp ^ M den Werth x^. Bezeichnet man diese Wurzeln mit 

X,, X^, . . ., X , 
so mufs man, um durch den Lagrangeschen I^ehrsatz die Summe 

nach den ganzen positiven Potenzen von y zu entwickeln, aus der Gleichung 
P=y durch Ausziehung der ji"" Wurzel die Gleichung 



i"«" [(^-ä^2)<--^3)---(^-^,J]'' 



ableiten, welche für die verschiedenen Werthe der [t*™ Wurzel [i. verschie- 
dene Gleichungen von der Form 

« — ie + )/." ifix) = 

giebt, die sich auf die verschiedenen Wurzeln Xj, X^t . ■ -, X,, beziehen'. 
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Der Lagrange sehe Lehrsatz giebt die Kntwickelung einer beliebigen 
Function von jeder dieser Wurzeln nach den ganzen positiven Potenzen von 
1)1^ , ^^nd man erhält aus einer dieser Entwickelungen sümratliche ji, wenn man 
für y~i^ seine jji Werthe setzt. Die Entwickelung der Summe 

erhält nlan daher vermöge der bekannten Bigenschaften der Wurzeln der 
Einheit, wenn man in der Entwickelung einer der Functionen 

MX,), MX,) MX) 

die gebrochenen Potenzen von y fortläfst und die ganzen Potenzen von y 
mit ]x multiplicirt. Der Coeflicicnt von y'+' in der Entwickelung dieser 
Summe, mit »-i-1 multiplicirt, wird daher 

1 i't''^' [{i^i— ^a) (^1 — ^3) ■ ■ ■ (^i~ ^,>)]*^^ 

i.2...(ixj + ^-Ty ~ ö:./"-+"-i ~~" ' 

was mit dem im §. 1 gegebenen Resultate übereinstimmt. 

Wenn die F'unction f{x) vieldeutig ist, so kann man willkürlich darüber 
bestimmen, welchen ihrer verschiedenen Werthe sie für jede der Wurzeln 
der Gleichung P = annehmen soll , und für jede dieser Annahmen werden 
die Coefiicienten a,. der polynomischen Entwickelung verschieden. Wenn v 
die Zahl der Werthe ist, die f[se) für einen gegebenen Werth von x anneh- 
men kann, so erhält man so, den verschiedenen möglichen Annahmen ent- 
sprechend , V" verschiedene Entwickelungen. 



Anwendung auf rationale gebrochene Functionen. 

Wenn die Function, weiche nach den Potenzen eines Polynoms P ent- 
wickelt werden soll, eine rationale Function ist, so werden die Gröfsen '^f 
rationale symmetrische Functionen der Wurzeln der Gleichung P = und 
können daher durch die Coefficienten des Polynoms P rational dargestellt 
werden, so dafs es in diesem Falle der Factorenzerfällung von P nicht be- 
darf. Man kann aber in diesem Falle die vorgelegte Entwickelung aueii 
durch die folgende , ganz verschiedene , Methode erhalten. 
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Es sei die zu entwickelnde Function 

wo U und V i^^anzc rationale Functionen von x sind. Jede dieser Functio- 
nen stelle man durch endliche, nach den Fotenzen von P fortschreitende. 
Ausdrücke dar 

£7,-1- CT^P-f- U^F'+--- = U, 

F,+ r^P+ F^P'H — = r, 

in welchen die Coefficienten Vo, ü^. . . ., Fq, Fi, ... Polynome von nie- 
dererem Grade als P sind. Es seien M und N zwei andere ganze rationale 
Functionen von x von der Beschaffenheit, dafs 

MV—NF = 1. 
Diese Functionen M und N^ können durch die Methode der unbestimmten 
Coefficienten oder durch die Verwandlung des Bruches -^ in einen Ketten- 
bruch gefunden werden. 

Wenn die Factorenzeriallung von P gegeben ist, findet man 3i auch 
dadurch, dafs man -^^ in Partialbrüche, zerfällt und alle Partialbrüche, welche 
aus den Factoren von P hervorgehen, in einen Bruch vereinigt. Der Zähler 
dieses Bruches wird die Function M. Man hat daher, wenn man die Werthe 



m V für *' = iTi , a?2 , . . 


., x^ mit 

F,, F, F„ 




izeichnet. 






m-f\- 1 


1 ' t 


■■+ ' -----i 


■^(p'WF,(x-i,: 


1+ P'(x,)r,(x-x,) + 


+ F'{xjyjx-xJ\ 



Hat man auf irgend eine Weise die Function M vom [« — J)*°" Grade be- 
stimmt, so bringe man die Producte MU und MV auf die Form 

Mo + tt.P-l-MsP^H = MU, 

1 -|-!J,P+«,P^ + .-- = MV, 

in welcher die sammtlichen Coefficienten m^, m, , u^, . . ., v^, v^, ■ ■ . Poly- 
nome von niedererem Grade als P sind. Der zu entwickelnde Bruch wird 
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«0 + M,P + tt,PM-^ 



Entwickelt mau den Ausdruck links nach den Potenzen von P, so werden 

die Coefficienten ganze rationale Functionen von u^,. u^ Vi,, v^, . . ., 

welche man wieder als Aggregate von Potenzen von P, die in Polynome 
niedereren Grades multiplicirt sind, darstellen kann, wodurch man die ver- 
langte Entwickelung erhält. 

Man kann aber auch bei der Bildung der Coefticienten dieser Ent- 
wickelung ein recurrirendes Verfahren befolgen. Ist die gesuchte Entwicke- 
lung 



/ü + /,^' + /y-'H/.-'" + - 



]+v^F + v,_F' + - ■■ V 



wo tot /i' ■ ■ ■ Polvoonie (« — 1)**" Grades sind, und kennt man bereits die 
Coefücienten fo, fi, ■ ■ -^ /Ir so findet man aus ihnen den unmittelbar folgen- 
den fi^i- Ist nämlich a^j der Rest und h^^^ der Quotient der Division von 
f„,v^ durch P, so dafs 

so sind die Eunctxoncn 



ben, wenn die Coefücienten fo, fi, ■ ■ ■, A bereits bekannt sind, und 
man findet aus ihnen den nächst folgendeji Coefficienten 

Mittelst dieser Formel kann man aus dem ersten Coefficienten fo = «o die 
übrigen finden. 

Wenn P und V einen gemeinschaftlichen Factor iiaben, kann die 
Gleichung 

MV— NF = 1 

nicht erfüllt werden, und es kann in der That dann auch die verlangte Ent- 
wickelung nicht statthaben. 
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Die Aufgabe, einen rationalen Bruch in eine nach den Potenzen eines 
Polynoms fortschreitende Reihe zu entwickeln, deren Coefficienten Polynome 
niedereren Grades sind, findet eine Anwendung, wenn man einen Bruch 

i 

F^Q''M' ... ' 

in welchem L. P, Q. R, . . . ganze rationale Functionen sind, in eine ganze 
Function und in andere Brüche zerlegen will, welche die Potenzen von P, 
Q, R, . . . bis zur ('*'', A-'™, l^", ... zu Nennern und Zähler von respective 
niedererer Ordnung als P, Q, R. . . . haben. Man erhält nämlich die aus 
dem Factor P' hervorgehenden Brüche, wenn man die rationale Function 

L 

in der im Vorhergehenden aus einander gesetzten Weise in eine nach den Poten- 
zen von P aufsteigende Eeihe entwickelt, deren Coefficienten von niedererem 
Grade als P sind, diese Entwickelung aber nur bis zur [i ~ i f"" Potenz von P 
fortsetzt und durch P dividirt. Verfahrt man ebenso in Bezug auf Q, R, . , ., 
so ist das auf diese Weise erhaltene Aggregat von Brüchen dem vorgelegten 
Bruche gleich, oder, wenn der Zähler des vorgelegten Bruches von höherem 
Grade als der Nenner ist, von demselben nur um eine ganze Function ver- 
schieden, welche der Quotient der Division des Zählers L durch den Nenner 
P* Q'' R'^ . . . ist. Ist U der Kest dieser Division, so werden die Brüche, in 
welche der vorgelegte Bruch zerlegt wird, dieselben, wenn man statt des 
Zählers L den einfacheren U setzt. 

Man kann hiervon bei der Integration der rationalen Functionen Ge- 
brauch machen, wenn der Nenner imaginäre lineare Factoren hat, und man, 
um die imaginären Gröfsen zu vermeiden, die reellen trinomischen Factoren 
und ihre Potenzen zu Nennern der Partialbrüche nimmt. 



Anwendung auf gebrochene Potenzen rationaler Functionen. 

Ich will jetzt die im Vorhergehenden gegebene Methode auf die Entwicke- 
lung einer gebrochenen Potenz einer rationalen Function anwenden. Wie man zu- 



Hosted by 



Google 



EINES GEGEBENEN POLYNOMS FORTSCHREITEN. 217 

folge einer oben gemachten Bemerkung voraussehen kann, wird dies nicht 
möglich sein, ohne die Wurzeln der Gleichung P = zu kennen, indem die 
Entwickelung nur dann bestimmt ist, wenn man festgesetzt bat, welchen 
ihrer Wertbe die zu entwickelnde irrationale Gröfse für jede der verschiede- 
nen Wurzeln der Gleichung P = annehmen soll. 

Um der Aufgabe sogleich eine gröfsere Allgeraeinheit zu geben, werde 
ich annehmen, die zu entwickelnde irrationale l'unction habe die Form 



V y? Y^i yh ' ^ ' ' 



u, u^, u^, .. .; V, f; , F, , 

ganze rationale Functionen und 



ganze positive Zahlen und aufserdem a, o, , a^, ... kleiner als v sein sollen. 
Man suche eine ganze rationale Function M vom [n — l]^" Grade, welche einei- 
Gleichung von der Form 

M' U" a;" Up ... V^ Vf' 7f ... = 1 —AP 

genügt, wo N ebenfalls eine ganze rationale Function sein soll und P das gege- 
bene Polynom ist, nach dessen Potenzen die Entwickelung angestellt werden soll. 
Vermittelst der vorstehenden Gleichung sind die Werthe der Function M für 
die n "NA'urzeln der Gleichung P — gegeben, und da diese Function den 

(w — l)**" Grad nicht übersteigen soll, ist sie durch diese Werthe bestimmt, 
oder hat nur diejenige Unbestimmtheit, die aus der Wahl der Werthe her- 
vorgeht, welche die gegebene irrationale Function für die verschiedenen Wur- 
zeln der Gleichung P = annehmen kann. Umgekehrt genügt jede der so 
bestimmten Functionen M, deren Anzahl v" ist, einer Gleichung der angege- 
benen Art. Denn wenn die Function M auf die angegebene Art bestimmt 
ist, so verschwindet die ganze rationale Function 

1--M' ü" U'' ü°' ... V^ F/' F/' . . . 
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für jede der Wurzeln der Gleichung P ^ Q und ist daher durch P theilbar, 
oder sie erhält die Form NP, wo N eine ganze rationale Function ist, wie 
verlangt wird. Bei dieser Bestimmung von M wird nur vorausgesetzt, dafs 
die ganzen Functionen C, Ci , . . . , V, V^, ... mit P keinen gemeinschaft- 
lichen Factor haben, welches die Bedingung ist, unter welcher allein die ver- 
langte Entwickelung statthaben kann. 

Hat man die Function M gefunden, so kann man die gegebene irra- 
tionale Function auf die Form 

M ü"' (/,"" VT' ... ^, , 

— ^itw — ^^^^^ 

bringen, in welcher sie sich nun ohne weitere Schwierigkeit auf die ver- 
langte Art entwickeln läfst. Stellt man nämlich den Zähler des vorstehen- 
den Bruches und die Function iV wieder als Aggregate von Potenzen von 
P dar, welche in Polynome [n — ])**" Grades multiplicirt sind, so erhält /{a;) 
die Form 

yi-v,P-v,F' 

WO %, Ml, . . ., «1, «2, ... ganze Functionen (« — 1}**" Grades sind. Ent- 
wickelt man diesen Ausdruck nach den Potenzen von P, so werden die Coef- 
ficienten ganze rationale Functionen von u^, u^, . . .._ v,, v^, . . ., welche man 
wieder als Aggregate von Potenzen von P, welche in Polynome (w — l)*""- 
Grades multiplicirt sind, darzustellen hat, wodurch man schliefslich die ver- 
langte Entwickelung erhält. 

Wenn P einen Factor [x — Wi)'' hat, so kann man mittelst der Glei- 
chung , durch welche M bestimmt wird , für x = x, nicht blols den Werth 
von M selbst , sondern auch die Werthe seiner ersten ja — 1 Differentialquo- 
tienten bestimmen. Man kann daher immer die Partialbrüche angeben, in 
welche sich der Bruch -p- zerfallen läfst, und erhält dann durch Mviltiplica- 
tion mit P die Function M selbst. 
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§.5. 
-Anwendung auf irrationale Functionen im Allgemeinen. 

Man kann durch die im Vorhergehenden angewandte Methode auch all- 
gemein jede algebraische Function von sc in eine nach den Potenzen eines 
Polynoms P fortschreitende Reihe entwickeln, deren Coefficienten Polynome 
niedereren Grades sind. 

Es sei C durch eine algebraische Gleichung tp(<r, C} — gegeben, deren 
Coefficienten ganze rationale Functionen von x sind. Man soU C in eine 
Reihe 

a + ^,P+a,P^-f ■■■ ^ Z 

entwickeln, in welcher a, a, , ... ganze Functionen von x vom (n— 1)*™ 
Grade sind, und welche so beschaffen ist, dafs sie immer gleichzeitig für alle 
n Werthe von x gültig ist, für welche P einen gegebenen Werth erhält. 
"Wenn P verschwindet, was geschieht, wenn man der Gröfse x die Werthe 

x, , w^, . . . , 3:^^ 
giebt, so wird C rcspective eine Wurzel der Gleichungen 

•f(xp:) = 0, ?(.r,,:) - 0. . . ... 9(^„,^) = 0- 

Es steht ganz in unserem Belieben zu bestimmen, welcher Wurzel C jedes- 
mal gleich werden soll. Nennt man Ci: Cg, ■ - . , C„ beliebige Wurzeln dieser 
verschiedenen Gleichungen, so dafs C; eine beliebige AVurzel der Gleichung 
ff (iC,. C) — ist, so kann die gesuchte Entwickelung von C so bestimmt werden, 
dafs sie die W"erthe Ci, Ca, ■ - ., C„ erhält, wenn x die Werthe -r,, j;^, . . ., x„ 
annimmt, wobei wieder, wenn die Gleichung 9 = in Bezug auf C vom m^*" 
Grade ist, v" Combinationen stattfinden können, welche verschiedene Ent- 
wickelungen geben, die immer anderen Werthen der algebraischen Function 
entsprechen. Die hier zu findende Entwickelung wird für die der GrÖfse ic, 
benachbarten Werthe von x die der Gröfse Ci benachbarten Werthe von C, 
für die der Gröfse X2 benachbarten Werthe von x die der Gröfse Ca benach- 
barten Werthe von C "■ s. f. darstellen. Man kann dieselbe auf folgende Art 
erhalten. 

Es sei a eine ganze rationale Function von x vom (n — 1 )'™ Grade, 
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welche, wenn x die Werthe x^, x^, ■ ■ ., x„ annimmt, die Werthe d, C2, ■ ■ ■, C„ 
erhält. Substituirt man in (?(ir, C} für C die Function a, so wird die l-'unction 
(p(iK, a), die man erhält, immer durch P theilbar. Denn zufolge der gemach- 
ten Voraussetzungen verschwinden die Gröfsen 

und da a, wenn x die Werthe x-i, X2, . . ., x„ annimmt, gleichzeitig die 
Werthe Cn Cs, ■ ■ -, C„ erhält, so verschwindet auch <f(<a?,a) für alle diese 
Werthe von x und ist daher durch 

ix — x^)ix — a:^) . . . (x—xj = P 

theilbar. Man setze jetzt 

so verwandelt sich die Gleichung 9 (<r, C) =^ in eine andere von der Form 

^P+Xj^-h^^'^' + A'^'H = Ö, 

in welcher jI, Ai, A^, ■ • ■ endliche ganze Functionen von x sind. Wenn 
man die beiden ganzen Functionen K und £, sucht, welche der Gleichung 

KÄ^^^i^F = 1 

genügen, so erhält diese Gleichung durch Multiplication mit K die Form 

_BP+(1 + P,P)^+B,^*+B,^^+--- =0. 

Durch Umkehrung erhält man hieraus 

z = e^F + G^F' + C^T^ -\ , 

wo Ci , Ca , ... ganze rationale Functionen von B , B,, B^, ■ ■ ■ und daher 

auch ganze rationale Functionen von x sind, worunter ich immer nur solche 

Functionen verstehe, in denen x auf einen endlichen Grad steigt. Man kann 
eine solche Reihe leicht in eine andere 

C — a = Ä = D,F+B.^F^ + I)^P''-\ 

verwandeln, in welcher D^, D^, . ■ . von niedererem Grade als P sind. In 
sämmtlichen hier betrachteten ganzen Functionen und auch in den zuletzt er- 
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haltenen D,, D^, ■ .. sind die constanten Coefficienten rationale Ausdrücke 
der in den Functionen P, 9(^, C) und a enthaltenen Constanten. Die Be- 
stimmung der Function B^ setzt voraus, dafs ^,, oder der Werth von —^ für 
Q =: a, mit P keinen gemeinschaftlichen Factor habe, welche Bedingung darauf 
hinauskommt, dafs, wenn man in der Gleichung iy(a^, C) ^^ für x die Wur- 
zeln der Gleichung J* = setzt, für keinen dieser Werthe von x die Glei- 
chungen cp(iff, C) = zwei gleiche Wurzeln C erhalten. Hat P den Factor 
(iF — XiY, SO mufs nicht blofs a für x =^ x^ den Werth einer Wurzel C er- 
halten , sondern es müssen auch die ersten \l — 1 Differentialquotienten von a 

den diesem Werthe entsprechenden Differentialquotienten _ — - ^ 

dx dx^ ' ' ' dx''^^ 
gleich werden, wodurch a in allen Fällen bestimmt wird. 

§.6. 
Anwendung auf logarithmische Functionen, exponentiellc Func- 
tionen und Potenzen von beliebigem Exponenten. 

Die hier gebrauchte Methode bleibt anwendbar, wenn die als endliche 
ganze Functionen von x eingeführten Ausdrücke solche unendliche Reihen 
sind, welche in der angegebenen Art nach ganzen positiven Potenzen von P 
fortschreiten und ganze rationale Functionen von x zu Coefficienten haben. 
So kann die hier für die Entwickeltmg einer algebraischen Function gegebene 
Methode auch angewandt werden , wenn die zwischen x und C gegebene 
Gleichung die Form 

^-i-^.P-f-^^P^H in inf. = 

hat, wo tp, (ßi, . . . ganze rationale Functionen von x und C sind. Auch für 
diesen Fall werden die Constanten, welche in den gesuchten Entwickelungs- 
coefficienten (w — 1)*"° Grades enthalten sind, durch die Constanten des ersten 
Entwickelungscoefficienten a rational ausgedrückt werden. Dagegen hört im 
Allgemeinen die Anwendbarkeit der im vorigen Paragraphen für die Entwickelung 
algebraischer Functionen gegebenen Methode auf, wenn es sich um die Ent- 
wickelung von transcendenten Functionen handelt. Man wird aber in vielen 
Fällen durch ein anderes recurrirendes Verfahren aus dem ersten Gliede der 
Entwickelung alle Polynome nach einander durch algebraische Operationen 
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ableiten können, so dafs auch in diesen wieder die Constanten rationale Func- 
tionen der in dem ersten enhaltenen werden. 

Um hiervon ein Beispiel zu geben, will ich die Aufgabe stellen, den 
Logarithmus eines gegebenen endlichen oder unendlichen Ausdrucks 

in welchem a, a^. ... Polynome niedereien Grades als P sind, in eine ähn- 
liche Reihe zu entwickeln. Es sei diese Reihe 

-/ + s.,7'+»,P' + a,jM+... = Jog(a+a,P+o,P= + <,,P'+...), 

so erhält man durch Differentiation 

a' + o;p + o,;p' H h P'(»i + 2o, P+ 3«,P= H — ) 

(1) ( .■+.;p+(.;p' + .;p'+-( 

= » + «,P + o,P> + o,P'+... 

(+P'(S + 2»iP+3»3J"+---) ) 

wo durch den oberen Accent der nach w genommene Difi'erentialquotient be- 
zeichnet wird. Es sei 



wo 6(, ß, die Reste der Division von a^P', a,P' durch P und c,. f, die 
respectiven Quotienten bedeuten; es sei ferner 

(3) «; + ic + {i + l)&,+. = er, a;,+ iv, + ('^ + l)P^. = \- 

Da die Functionen a^ gegeben sind, so sind auch die Functionen e^ gegebene 
Polynome vom (m — 1}*°° Grade. Durch Substitution der Gleichungen (2) und 
(3) verwandelt sich die Gleichung (l) in die folgende: 

= (<. + «,P+«.P' + «sP' + --0(» + »,P+».P' + «,P"+- ■). 
Setzt man 

wo t,i und Yj,. ganze Functionen vom (n — 1)'™ und (« — 2)"" Grade sind, so 
giebt die Gleichung (4) zwischen diesen unbekannten Functionen die Relation 
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Ich will jetzt annehmen, dafs die Entwickelungscoefficienten a, Oi, . . ., a. be- 
reits bekannt sind. Man kennt dann auch vermöge (2) , (3) die Functionen 
e, e,, ..., e,_i und vermöge (5) die Function i^,.!. Es ist daher durch die 
vorstehende Gleichung (6) auch C; gegeben; vermöge (2) ist auch -f,. gegeben. 
Setzt man daher 

(7) n<, 4-.-T,,) + a^z^_^ + a, V3+ ■ " ' + « ^- S- ^ »p 

so ist auch d, gegeben. Die Gleichungen (3), (5) und (7) geben 

oder, wenn man den Werth 

substituirt , 

(9) |{i + l)«V,+, + -')JP-(i+l)«J"«,+, = »,. 

Setzt man in dieser Gleiciiung 

(10) «P' = (3+/P, (i+i)«i,+, + >-,,-(i+i)fv. = ''*.. 

wo Q den Rest der Division von aP' durch P, f den Quotienten dieser 
Division bedeutet , so verwandelt sie sich in die folgende : 

(11) feH--^-(^+^)%l'? = ■%■ 

In dieser Gleichung sind die ganzen Functionen P, Q, Ö, gegeben , die ganzen 
Functionen Ä^^, und a^.i uobekaant, von denen die letztere der auf die ge- 
gebenen zunächst folgende Entwickelungscoefficient ist. Um denselben aus 
der Gleichung (11) zu bestimmen, sucht man ein für allemal nach den be- 
kannten Vorschriften die beiden Functionen K und L vom {n — 1)*°" Grade, 
für welche 

KF — LQ ^ 1 

ist. Nach gleichfalls bekannten Regeln wird dann {i-\-\)ü.i^i der Rest der 
Division von Z*8, durch P. 

Auf diese Weise kann man aus a nach und nach alle folgenden Coef- 
ficienten a, , a^. ... finden. 
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Als zweites Beispiel soll die Entwickelung einer Function dienen, deren 
Logarithmus gegeben ist. Sind a, a^, . . . gegebene ganze Punctionen {n — 1)"" 
Grades , und setzt man 



,i+axP+asP2+- 



, + a^p+«^p.. 



WO a, Ol, ... wieder ganze Functionen [n- — 1)'*° Grades sein sollen, so kann 
man aus a die übrigeii Coefficienten a^, a^, ... finden. Man kann nämlich 
allgemein, wenn a, Oi, . . ., a, gegeben sind, den nächst höhereu Coefficienten 
a,j., folgendermafsen bestimmen. 

Bedient man sich der Bezeichnungen (2) und (3), so hat man die Gleichung 

Kennt man a, Oi, . . ., a^ und also auch s. e,, . . ., e^_i, so giebt diese Glei- 
chung e, und daher wegen (3) auch ^^^i, wodurch man mittelst (2) auch 
Oi+i erhalten kann. Kennt man nämlich die beiden Functionen M und N 
vom {n — 1)*°" und (?* — 2)''"' Grade, für welche 

MF' — NP = 1, 

so wird a^+i der Rest der Division von Mß^i durch P. 

Dieselben Betrachtungen lassen sich auf die Entwickelung einer belie- 
bigen Potenz anwenden, wobei ich der Kürze wegen wieder von den obigen 
Bezeichnungen Gebrauch machen will. Für irgend einen Exponenten k sei 

{« + «.,P + «,P» + ---)' = </ + a,P + <x,P'+---, 
so erhält man 

i(, + e,P+e,P' + .. .)(» + ", ?+«,-!" + ■•■) 
= {a+a,F+u,T'+- ■■)(.' + h^ +',!■'' + ■■■)■ 

Kennt man a, Oj, , . ., a^, so giebt diese Gleichung den Werth von C,, woraus 
man mittelst (7) den Werth von d^ und dann wieder, wie im ersten Bei- 
spiel, mittelst der Function L den Werth von (i+l)«;^.! als Rest der Divi- 
sion von L%. durch P findet. 
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EINES GEGEBENEN POLTMOMS FOKTSClIliElTEN. 225 

§. '■ 

Anwendung auf den Fall einer durch eine Quadratur 
definirten Function- 

Die im Vorstehenden angewandte Methode beruht auf der Benutzung 
der Differentialgleichung erster Ordnung, welcher die zu entwickelnde Func- 
tion Genüge leistet. Dieselbe Methode kann in allen Fällen angewandt 
werden, in welchen man bei einer gewöhnlichen nach den Potenzen von x 
fortschreitenden Reihe durch eine Differentialgleichung, welcher sie genügt, 
lineare Relationen zwischen ihren Coefficienten erhält. Betrachtet man den 
einfachsten Fall, iu welchem eine Reihe von der gegebenen Art zu inte- 
griren ist und das Integral wieder auf dieselbe Form gebracht werden soll, 
so kann man jeden Xerm derselben auf den unmittelbar vorhergehenden 
zurückführen, so dafs man, wenn der erste Term gegeben ist, nach und 
nach alle übrigen finden kann. Der erste Term des gesuchten Integrals mufs 
aber durch andere Betrachtungen gefunden werden. 

Es sei nämlich 

ff(x)dx ^/(a + a^P + a^pä^ )dx = A -{^ A^F •{• A^F^ -\ 

Sind wieder a?,, iTa, ■ ■ -, x„ die Wurzeln der Gleichung P = und ist x,, die 
untere Grenze, von welcher an das Integral genommen werden soll, so ist 
A als eine Function des (n^l)'™ Grades zu bestimmen, welche für x ^= x^, 
X2, . . ., x„ respective die Werthe 



£ax)dx, £f{x)dx,..., £', 



f{x) dx 

erhält. Es sei Bi der ßest der Division von A^P' durch P und Q der 
Quotient dieser Division, so dafs 

A.r = S.+ C.F. 
Man hat dann 

Kennt man daher A^ und den Quotienten C,- der Division von A^P' durch 
P, so ist durch die vorstehende Formel auch B^^ gegeben. Man hat dann 
auf die bekannte Art zwei ganze Functionen A/^^ und C^,, respective vom 
VI. 29 
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(n — 1}*^° und (n — 2/'*'' Grade, von der Beschafienhcit zu suchen, dafs 

Man findet diese l\"inctionen mittelst der beiden Hülfsfunctionen M und N 
vorn [n — l}''" und {n — 2)^" Grade, welche der Gleichung 

MP' — NF = 1 

genügen, als die Reste der Division von M£^, durch P und von NB^.^ 
durch P'. Es werden daher, wenn man A^ und C,- kennt, die Functionen 
-4;.! und C^.1 respective die Eeste der Division von 

J, -M(a, — A-—iC.) durch P 



j-~- N{a^—A:^~iC.) durch i". 

Auf diese Weise kann man aus A nach und nach alle folgenden Coefficien- 
ten Ai, As, . ■ ■ finden.^) 



"■) Ich bemerke bei dieser GeJegenheit, dafs, wenn man das Product zweier den (« — 1)'^ Grad 
nicht übersteigenden Functionen F und G durch eine Function «*'" Grades 

P ^ p + PiX + p^x^ + ■ ■ ■ •]- p^x" 
EU dividiren hat, es vortheiihaft sein kann, dem einen Factor die Form 

npi+p2^+---+P„«:"^^) + fi(p2+Ps'^ + --- + Pn^''~'')+ +4 2 0'„_i + i'„')+/„ i-P,, = -P 
zu geben, in welcher f, f^, .,., f„_i Constanten bedeuten Mau k'inn dann namlich den Rest und den 
Quotienten der Division unmittelbar hinschreiben. Um die Function F auf diese Form zu bringen, bedarf 
es nur der leichten Auflösung solcher linearer Gleichungen, \on welchen jede folgende eine Unbekinnte 
weniger enthält. Wenn für mehrere ähnliche Operationen, wie im Vorhergehenden, der eine Factor der- 
selbe bleibt, wird der erreichte Vortheil noch wesentlich vermehrt. Es sei 

pl"-! = j; + j,, a^ + - - - + 2,„,_ j .k'"-!, 
so dafs 

P = P'^l + w""?^ 
und 

F = /■Pj + fjP, + ... + 4_jP^. 
Ist der andere Factor 
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§■ s- 

M odification für den l'all, wo die ganze Function P, nach de- 
ren Potenzen entwickelt wird, lineare Factoren in höherer 
als der ersten Potenz enthält. 

Das hier gebrauchte Verfahren mufs für den Fall, dafs P und P- 
einen gemeinschaftlichen Factor haben, eine wesentliche Modification erleiden. 

Es sei P durch die Factoren x — Xy, x — ^2; ■■■ respective fii-, \}^-, ... 
mal tlieilbar, so wird 

der gemeinschaftliche Factor yon P und P', und setzt man P = FQ, so 
wird Q durch [x — a?i), {X — X2), ■ . .. aber durch jeden dieser linearen Facto- 
ren von F nur einmal theilbar. 
Aus der Gleichung 

A.P' ^ B.-^C.P 

folgt, dafs auch alle Gröfsen B^ diesen Factor F haben. Setzt man daher 

P=FQ, p- ^ FQ,, B.= FB., 
so hat man 

A.Q^ = r>.-\-c.q. 

Ist f der Grad von F, so werden Q und Qj vom {« — f;'"" und {n — /' — l)"" 
Grade; es werden daher A^ und C^ als Functionen vom (« — 1)*°" und {n — 2)**° 
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wie sich unmittelbar aus den vorstehenden Formeln ergiebt. 
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228 ÜBER REIHENBNTWICKELUNGEN, WELCHE NACH DEN POTENZEN 

Grade nicht mehr mittelst der vorstehenden Gleichung durch Q, Q^ und Dg 
bestimmt, sondern, wenn {-4,} und (Cj) in der vorstehenden Gleichung die 
Functionen vom {n~f—l)*^ und (« — /*— 2)**" Grade bedeuten, welche dieser 
Gleichung genügen, so kann man zu [A^) und (C,-) respective die Ausdrücke 
JR,-Q und JR,Qi, wo R- eine beliebige Function vom (f^l)'"" Grade ist, hinzu- 
fügen und 

A,, - (A.)^E.Q, C. = (C.)-i-Il^Q, 

setzen. Nach Vorausschickung dieser Bemerkungen will ich zeigen, wie 
man in dem hier betrachteten Falle aus der Gröfsc A^ die folgende j1,.+i 
finden kann. 

Die oben gegebene Gleichung 

a^^ iC,+ Ä-^+(i+l)B^, 

zeigt, dafs die bereits gefundene Function A^ so beschaffen sein mufs, dafs 
der Ausdruck a^ — iCf — A'^ durch i^ theilbar wird, weil alle Functionen Bf 
durch F theilbar sind. Setzt man in der vorstehenden Gleichung 5,.^i = FD;^,, 
so erhält man 

Aus D,4-i' Q ^^^ Qi erhält man die Functionen {A^^^) und (Cj+i) vom 
(H_/_l)t™ und {« — /■— 2)'™ Grade, welche der Gleichung 

genügen , und aus diesen 

wo R eine noch zu bestimmende Function des {f — 1)'™ Grades ist. Die 
Bestimmung von R erhält man daraus, dafs der Ausdruck 

durch F theilbar sein mufs. Setzt man 

so wird der vorstehende Ausdruck, wenn -j— ^= R', 
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H = h.^. — Q.n — Q'R'. 

Es kommt daher darauf an, eine Function R vom [f — 1)*"' Grade so zu bestim- 
men, dass der Ausdruck H durch eine gegebene Function vom /"''" Grade 

F = {x — xj^'^x — x^f^''. . . 

theilbar wird, deren lineare Factoren die Function Q einmal und nicht Sfter theilen. 

Soll der Ausdruck H durch {x — a?,)"'"" theilbar sein, so mufs derselbe 
und seine [Xj — 2 ersten Differentialquotienten für a: = a:, verschwinden. Aber 
in jedem Differentialquotienten von H ist der höchste von Ji in Q multipli- 
cirt, welches für x = Xi verschwindet, so dafs für o? = a?i in dem (fi, — 2)*'" 
Differentialquotienten von H die Differentialquotienten von R ebenfalls nur 
bis zum {ni—lf"' steigen. Man erhält daher, indem man H und seine 
jxi — 2 ersten Differentialquotienten gleich setzt, nachdem man darin den Werth 
X ^= Wi substituirt hat, {i, — 1 Gleichungen, aus denen man successive die 
Werthe findet, welche R und seine [i, — 2 ersten Differentialquotienten für 
« = a?! annehmen. Umgekehrt wird^fl" durch (x — ifiT^"^ theilbar, wenn man 
die Werthe von R und seinen [ij ^ 2 ersten Differentialquotienten auf die ange- 
gebene Art bestimmt hat. Ebenso erhält man aus der Bestimmung, dafs ff 
auch durch (x — x^f^" theilbar sein soll, die Bestimmung der Werthe, welche 
R und seine [i^ — 2 ersten Differentialquotienten für x =^ x^ annehmen, und 
Aehnliches gilt in Bezug auf jeden der linearen Eactoren, durch deren höhere 
Potenzen P theilbar ist, und deren um 1 niedrigere _Potenzen die Factoren 
von F bilden. 

Kennt man auf diese Weise sowohl die Werthe, welche R selbst für 
X ^ Xi, X ^ x^. - • - annimmt , als auch die Werthe , welche seine [i, — 2 
ersten Differentialquotienten für ^ ^^ a?, , seine (i^ — 2 ersten Differentialquo- 
tienten für X = X2 a.. s. f. erhalten, so kennt man auch die Zähler der Partial- 
brüche, in weiche sich der Bruch 

^ ___K 

F -ix~x^y'~-^{x^x,r-K,. 

nach den gewöhnlichen Regeln zerfallen läfst, und erhält durch Multiplication 
mit F die gesuchte Function E selbst. Hat man R gefunden, so ist der 
gesuchte Coefücient A^^i =^ (A^^i) -\- R Q vollkommen bestimmt. Man kann 
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daher auch in dem Falle, dafs das Polynom P gleiche Factoren hat, jeden 
Coefficienten der gesuchten Entwickelung des Integrals aus dem unmittelbar 
vorhergehenden ableiten und so aus dem ersten A nach und nach die übri- 
gen finden. Die Bestimmung von A ergiebt sich aber daraus, dafs A für 

a; = iT,, j^a, ... die AVerthe 



JV(^)^*, £'fi^)' 



erhält, und dafs von der Function 

A — ja dx 
die [1, — 1 ersten Differentialquotienten für x = sc^, die [x^ — 1 ersten für 
X =^ X2 etc. verschwinden. 

Auf ganz ähnliche Art ist das bei den im §. 6 behandelten Beispielen 
angewandte Verfahren, um aus dem ersten Entwickelungscoefficienten die 
folgenden abzuleiten, für den Fall, wenn P mehrere gleiche Factoren hat, 
zu moditiciren. 

(Berlin, im Juli 1847.) 
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DE KESIDUIS CUBICIS COMMENTÄTIO NUMEEOSA. 



Crelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 2 p. 66 — 69. 



Theorema fundamentale de residuis quadraticis postquam pluribus de- 
monstrationibus egregiis comprobaverat , Cl. Gaufs, iam ex longo temporis 
intervallo, de residuis cubicis et biquadraticis quaestionem moverat, nee non 
quae ea de re theoremata struxerit. communicatuTum se cum arithmeticis 
pollicitus est. Ante biennium fere Vir ille Clarissimus commentationem pri- 
mam de residuis biquadraticis conscriptam societati Gottingensi tradidit, quae 
tarnen diu desiderata nondum lucem vidit. Quam ne nimis graviter ferant 
arithmetici raoram, ipse praecipua, quae ibi adomaverat, theoremata iam tum 
temporis publici iuris facere voluit (vid. GSttingische gelehrte Anzeigen, Vol. I, 
1825). Versari comperimus ea theoremata cum in aliis rebus gravissimis 
tum in explorandis indiciis , quibus cognoscatur , numcrum 2 dati numeri 
primi esse residuum biquadraticum. Equidem dum ad egregia Viri inventa 
probü intelligenda animum bene praeparatum esse volebam, hisce quaestioni- 
bus intentus casu, ut fit, in methodum satis generalem incidi, cuius ope plu- 
rima de residuis dignitatum theoremata investigare, vel undecunque cognita 
comprobare posse mihi "videor. Cuius ope eruta de residuis cubicis theore- 
mata fundamentalia arithmeticis iam proponam. 



Quaestio de residuis dignitatum gravissima in eo maxime versatur, 

30 
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204: DE RESIDUIS CUBICIS COMMENTATIO NDMEROSÄ. 

proposito numero q, omnes numeri primi p formae X n -|- 1 assignandi sint ta- 
les, ut congruentia af*= q (mod.^) lesolvi qiieat, sive, quod idem est, ut sit 

q '■ = 1 (moi.p) ; 

quo casu dicetur, numerum q esse rcsiduuin X'"^ dignitatis, respectu numeri 
primi p. Sit X =, 3 sive p formae 3»+l, notum est (v. DisquisUiones Arithme- 
tieae, Sectio ultima), semper eiiismodi numeros L, M eosque unico tantura 
modo assignari posse, ut sit 

iL + 21 MM -= ip. 

Numerum q in theorematibus fundamentalibus proponendis et ipsum primum 
statuemus; distinguendum autem nobia est inter casum, quo q erit formae 
6n + l, et casum, quo q formae 6h — 1. 

Casu primo, quo q formae öJi-f^' notum est, seraper resolvi posse con- 
gruentiam 

xx-{-Z ^ (mod. g). 

Quibus positis, proponamus theorema sequens gcnuina forma, qua inventum 
est — varie enim transformare licet hoc et alterum — : 

Tlieorema I. „Sint et p et § numeri primi formae 6n + l, sit 

ip = LL -\- 27MM, 
sit porro 

xx-\-3 = (mod. g), 

erit q residuum cubicum, respectu numeri primi p, quoties 

p(L + SMx) 
_ 2 ^ 

sive etiam 



L — SMx 
residuum cubicum respectu numeri primi q; sin minus, non erit." 



Altero casu, quo q formae 6m — 1, theorema fundamentale longius re- 
petendum erit. Eo enim casu confugiendum est ad theoriam prorsus novam. 
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235 



nempe ad considerationem radicum imaginariarum congraentiarum. Casu 
nostro, quo q formae 6« — 1, notum est, congruentiam x'^'^^ = 1 (mod. 5) duas 
tantum habere radices reales ±i, at reliquas, qiiarum q — 1 numerus, sub 
forma imaginaria a-\-b\J — 'i, ubi 

aa-\-Uh = l (mod.q), 

assignare licet omnes. Nee non inter eas rursus radices primitivas distin- 
guere licet, quarum idem numerus est atque numerorum numero o-{-l mino- 
rum et ad ipsum q -\-l primorum. De quibus et ipsis valet, quod de radi- 
cibus primitivis vulgo dictis, ut radices congrucntiae omnes tamquam unius 
radicis primitivae dignitates repraesentari possint. Modum eiusmodi con- 
gruentiae radices exhibendi expeditissimum alibi tradam ; adnotabo tantum- 
modo, ubi q-^-i = mn, atque r radix primitiva congruentiae 0^'+' = ] (mod.^r), 
fieri congruentiae ic™ = 1 (mod. 9) radices: 1, »■", r^", r^", .... )■'"—')". 

Jam omnes radices congruentiae x ^ =\ (mod.(/), quippe quae sunt 
cubi radicum congruentiae 0.'«+' = 1 (mod.9), denominemus in sequentibus 
residua cuhica numeri primi q. Quibus positis, theorema sequens enuntiare 
licet : 

Theorema II. „Sit ^ numerus primus formae Qn-\-\, atque 

ip = LL + 27MM; 

sit porro q numerus primus formae 6n — 1 ; erit g residuum cubicum numeri 
primi p, quoties est 

residuum cubicum numeri primi q : sin minus, non erit." 



Haec duo theoremata fundamentalia tamquam primae lineae theoriae 
residuorum cubicorum amplissimae consideranda sunt. Eorum ope adornari 
poterit tabula, cuius initium hie exhibemus : 
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_£ 


Congruentiae conditionales respectu moduli g, utsitg R.C.moduli2); {ip=LL + 27MM) 


2 


M=0 






3 


MsO 






5 


LsO; 


MaO 




7 


L = 0; 


Ms 




11 


LsO; 


Ms 


Ls± iM 


13 


LbO; 


MsO 


Ls± M 


17 


LEO; 


MsO, 


Ls±SM 
Ls + SM 


19 


LsO; 


MsO; 


Ls ±3M 
Ls + äM 


23 


LsO; 


MsO; 


Ls± SM; Ls±2M 
Ls± UM 


29 


LbO; 


MsO; 


Ls± M; Ls ±IIM 
LS + 2M; Ls+ IHM 


31 


LsO; 


MsO; 


Ls± SM; Ls± 6M 
Ls + IM; Ls±\\M 


37 


LsO; 


MsO, 


Ls + aM; Ls± TM; Ls±»M 
Ls± OM; Ls± UM 

etc. etc. 



Ubi e congmentiis, quas conditionales diximus, una aliqua locum habet, erit 
q residuum cubicum. numeri primi p\ sin minus, non erit. Congruentias eas, 
quarum numerus -J-(^±l), ita disposuimas, ut binarum 

L=±aM, 
L = ±bM 

coefficientes a, b in se ducti fiant ± 27 (mod.j). UM singulae Inveniuntur, 
quod semper fit, ubi q est formae 12 « ± 1, erit coefficientis quadratum 
= 27 (raod.j). 

Additamentum. Cl. Gaufs loco laudato [GSttingiscke gelehrte Anzei- 
gen) theorema egregium annunciavit sequens; 

„Sit p numerus primus =4Ä: + 1, atque resolvatur in duo quadrata 
ee -\- ff, designante ee quadratum impar, ff quadratum par, fore ± e resi- 
duum minimum (quod inter — ^p et -\- ^p continetur) numeri 
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1.2.3...ft ' 



per p divisi; hoc insuper residuum minimum, per 4 divisum, semper residuum 

-|- 1 relinquere; ita ut sit aut numerus negativus forraae — (4n + 3), aut. po- 
sitivus formae 4n-|-l." 

Cuius insignis theorematis demonstrandi periculum faciens , in fontem 
uberrimum incidi , e quo inter alia et demanare sequcatia theoremata vidi, 
iUius simülima: 

„Sit jo numerus primus ^= Zn-i-X , ac ponatur, quod lieri posse constat, 

ip = LL-{-2lMM, 

erit L residuum minimum numeri 

(n + l)(« + 2)...2n 

1 .2...M ' 

per p divisi, quod residuum, per 3 divisum, semper relinquet --i- 1 residuum." 
,,Sit p numerus primus = ln-{'\, ac ponatur, quod licet, 

p = LL-\-lMM, 

erit L residuum minimum numeri 

j (2« + I)(2m + 2)...3w 
^ 1.2...W ' 

per p divisi, quod residuum, per 7 divisum, semper relinquet -|- 1 residuum." 

D. 22. m. Junii, a. 1827. 



Hosted by 



Google 



BEANTWORTUNG DER AUFGABE SEITE 212 DES 3™« BANDES DES 
CRELLESCHEN JOURNALS: „KANN a""'— 1, WENN ji EINE PRIM- 
ZAHL UND a EINE GANZE ZAHL UND KLEINER ALS [i UND 
GRÖSSER ALS 1 IST, DURCH [ijj. THEILBAR SEIN?" 



Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. ^ p. 301— 302. 



Veraniafst durch vorstehende interessante Aufgabe , ersuchte ich einen 
meiner Freunde hierselbst, Hrn. Busch, die Congruenz 



in Bezug auf den Modul [ij! für die Primzahlen bis 37 nach allen ihren 
Wurzeln aufzulösen. Das Resultat dieser Arbeit enthält die unten stehende 
Tabelle. Es ist darin den Wurzeln die Form a-\-^a' gegeben, wo a und «' 
positive Zahlen sind, die kleiner sind als jjl; zu dem a, das in der ersten 
Verticalreihe steht, giebt sie für ji = 3, 5, 7, 11, i;i, 17, 19, 23, -29, 31, 3T, 
welche Zahlen sich in der obersten Horizontalreihe befinden, das entspre- 
chende a\ damit a + 1*«' eine Wurzel sei. So z. B. sind die Wurzeln von 
iF^^ = 1 (mod.37^) 

1, 2 + 2.37, 3 + 17.37, 4 + 8.37, 5 + 24.37, etc. 

Ist a ^ 0, so ist eine in der Aufgabe verlangte Zahl gefunden. Die Tabelle 
giebt a = für 



Die einfachste Lösung giebt 3^ = 243 = 2.11^+1; also auch 3'" = 1 , wenn 
man die Vielfachen von 121 fortläfst. 
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OBSEEVATIO ARITHMETICA DE NUMEE.0 CLASSIUM DIVISORUM 

QUADRATICORUM FüRMAE yy+Azz, DESIGNANTE A NUMERUM 

PRIMUM FORMAE 4«-f-3. 



Grelle Journal für die reine und angewandte Matbematilf, Bd. 9 i).lS9— I!J2. 



Notum est, divisores numerorum, qui forma yy + Azz continentur, sub 
formis quadraticis exhiberi posse 

«*/y + ^ys+ CSS, 
in quibus 4«c — hh ^= A, quoties b impar, sive ac — -^bb = A, quoties b par. 
easque formas semper revocari posse ad tales, in quibus b ipsis a et c minor 
est , quae formae reductae vocantur ; formas reductas autem alias in alias 
transformari non posse. Unde formas omnes 

apv + byB -]- CSS, 

quas divisores numeri yy -j-^ls« induere possunt, in varias ciasses discerpere 
licet) ita ut quaevis classis omiies amplectatur formas, quae in eandem re- 
ductam transformari possunt; quarum igitur classium idem est numems atque 
formarum reductarum. 

Statuamus, A esse numerum primum formae in-\~^, inveni legem sin- 
gularem, per quam classium illarum sive formarum reductarum numerum 
exprimere licet, Definimus autem eo casu formas reductas ita, ut pro n pari 
statuatnr b impar, pro n impari sit b par, uti a Cl°. Legendrc factum est 
in tab. V Theoriae numerorum. Sit enim P summa residnoram quadraticorum 
numeri primi A, Q summa non-residuorum, ipsis residuis et non-residuis in 
numeris minimis positivis exhibitis; inveni, numerum illum. quem per N de- 
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notemus, dari per formulam 

A 

Site.g.A=23, erunt formae reductae (Legendre, Theorie des nombr es, Tah.Y) 

ideoque iV — 2 ; fit porro 

P=l+2+ 3 + 4 + 6 + 8 + 9+12 + 13+16 + 18= 92, 
Q = 5 + 7 + 10+ 11 + 14 + 15 + 17 + 19 + 20+ 21 + 22 = 161, 

ideoque 

^^- = ^'-^ = ^- 

iiti fieri debct. 

Eorum in iisum, qui theorema antecedens exemplis probare volunt, ad- 
iungam e tabula V Theoriae numerorum C\\ Legendre formas reductas pro 
numeris primis formae 4w + 3 usque ad 103 i 

AN AN 

7 1 yj/ + 7^2 67 1 yp-\-ye -\- lies 

111 yy + ys-\- Z^s 71 4 yy + H^a 

19 1 yy + ys -\-hBZ Zyy -\-1yz ■\-1\zs 

23 2 yy-{- 23^^ l^yy + 2i/^ + ^sz 

■iyy + 2ys + 8^^ ^yy + 4.ys + 15ü£ 

31 2 yy + 3U^ 79 3 J/y + l^zs 

^^yy + 4yä + 7^^ 5?/j/ + 2)/£' + \&zz 

43 1 yy + ys +11^^ iij/j/ + 6j/^ + 8^^ 

47 3 ;/y + 47^Ä 83 2 yy + ys -^TLzb 

ZyyAr1ye-\-\'özs Zyy + y^ +7^2 

7i/^ + 6?/^ + Bsz 103 3 J/.V + 103^^ 

59 2 yy-\-yz -\-lbss l'&yy -{-Q.yz -\- %zz 

Zyy-\-yz + 5zs 7yy -\- Qys -\- lQs£. 

Nee non addam tabulam pro residuis quadraticis numeri primi A, inde 
ab ^ = 19 usque ad 4 = 103; moduli A in facie positi; in margine sunt 
residui in valoribus minimis exhibiti , quorum signum + aut — in tabula ap- 
positum est. 

VI. 31 
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19 23 31 43 47 59 67 71 79 83 103 

1 + + + + + + + + + + + 
2-+ + ~ + hH h 

3- + h + -H h- 

5 + -H + - + + 

6 + H (. + - + H 

7 + -+- + + + + 



9 + + + + + + + + + + + 


10 


- + H + + + + - 


u 


+ + + - 


12 




hH h — + - 


13 




- + + - + 


14 




+ + + - + + 


15 




- + - + + + + 


16 






++++++++ 


17 






++++ ++ 


18 






- + + + - + 


19 






+ + + + - + 


20 






H h + 


21 






++++-++- 


22 






■ -++-+ 


23 






■ + - + + + 


24 






. . - + + 


25 
26 






■ ■+ + + + + + 

■ •+ + — + + + 



19 23 31 43 47 59 67 71 79 83 103 

- + - + - 

+ + 

+ + - + + 

- + - + + 



- + - 
+ + + 



Ut invenias numerum P, qui est summa residuorum quadraticorum nu- 
meri primi A, in valoribus mmioiis positivis exhibitorum, pro quolibet A 
primum summandi sunt numeri in serie verticali positi usque ad ^{A — 1], 
singulis tributis signis -^ aut — , quae in tabula apposita sunt ; sit ea summa 
8A; sit deinde numerus residuomm, quae signum habent negativum, m; 
patet, fore 

P = Ä{m-\-S); 

nam ut residua minima signo negativo affecta valores minimos positives ob- 
tineant, singulis addendus est A. 

Fit porro P-\- Q aequale summae nuraerorum usque ad A — 1, sive 
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unde 

sive, posito A= 4 m + 3 , 

^ = n^ 1 — m — S. 
Observo, numerum «+1 — Ä semper parem esse. Sit enim summa re- 
siduorum, quae signum habent negativum, — T, erit AS-\-2T aequale sum- 
mae numerorum usque ad ^{A — 1), sive 

unde videmus, numeros S et « -|- * simui aut pares aut impares esse, quod 
probari debuit. Unde etiam, cum sit iV-|-»i ^ n-\-l — S, facüe patet, ipsos 
m, N simul aut pares aut impares esse. Quod exemplis facile probatur; 
valores enim ipsorum N, m erunt, ut e tabulis antecedentibus patet, 

7 11 19 23 31 43 47 59 67 71 79 83 103 
1 1 3 4 6 9 9 10 15 14 17 16 23 

JV 

Numerum N etiam pro numeris primis A satis magnis sine negotio 
computari, notum est. Quoties enim n par, ponuntur pro h numeri omnes 
impares <: y — , quoties n impar, ponuntur pro i numeri omnes pares < y — ; 
et pro singulis h diseerpitur aut -J- (.4 -)- 66) aut A -\- ^hh in factores a, c, e 
quibus ii tantum eliguntur, qui ipso h non minores sunt; quo facto, N erit 
numerus valorum, qui ipsis a, b, c conveniunt, casibus non numeratis, qui e 
commutatione ipsorum a, c proveniunt. 

Per compntationem numeri N obtines solutionem problematis elegantis, 
a Cl". Lej eune-Dirichlet olim in Diario Crelliano [Vol.Wl, p.407) propositi, 
videlicet determinandi casus , quibus productum 1.2.3,4... — ^— , per A 
divisum, relinquat +1 aut — 1 residuum. Alterum notum est fieri, quoties 
numerus residuorum quadraticorum minimorum ipsius A, quae signo negativo 
affecta sunt, est par; alterum, quoties idem numerus impar est; sive, reiectis 
multiplis numeri primi A, est 
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4.-1 

1.2.3..4...-2— = (-1) - 
Unde etiam e lege antecedentibus proposita, reiectis multiplis ipsius A, fit 



Kegiom. 13.Julii 1832. 

P.S. In exemplis antecedentibus omissus est valor J. ^ 3, quippe qai est 
exceptionis casus. 
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DE COMPOSITIONE NUMERORUM E QUATUOR QUADRATIS. 



Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 12 p. 167— 172. 



In Diano CreUiano, Vol. III p.l91 (cfr. T. I p. 245 huius editioiiis), pro- 
posui olim theorema sequens : 

„Sit n datus numerus quilihet impar positivus, sint porro w, -r, y. z nu- 
men impares positivi, numerus soluüonum aequatiowis 

in ^= ivw -\- XX -\- yy -j- 0^ 

aequatur summae factorum ipsius n.'-- 
Hoc theorema vel ipso intuitu liquet, comparando inter se formulas, quas in 
Fundamentis novis theoriae funcUonum elliptkarum, p. 106, (35) et p. 1 84, (7) (T. I 
p. 162, (35) et p. 235, (7) hmus editionis) demonstravi. In gratiam autem 
vjrorum arithmeticorum , non advocatis evolutionibus analyticis, loco citato 
propositis, rem hic demonstrabo, unice profectus e theorematis, quae de com- 
positione numerorum in duo quadrata circumferuntur. Quam demonstrationem 
sine magno negotio elicis ex analysi, qua uai sumus 1. c. p. 109 (T. I p. 165 
huius editionis). Quod eo minus celo, quod aliis fortaase ansam praebere 
possit, methodum, qua in sequentibus utor, ulterius cxcolendi. 

Utor in sequentibus theoremate auxiliari noto, seu quod e notis facile 
deducitur, sequenti : 

„Si numeri primi omnes , qul datum namerum imparem n metiuntur, forma 

4m 4"' gaudent, numerus soluüonum aequationis 
2n ^= yy -\- SS 
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aequatur numero factorum ipsius «." 
Idem erit numerus solutionum aequationis 

2nQQ = n+^^, 

si numeri primi, qui numerum imparem Q metiuntur, omnes forma im-\-Z 
gaudent. Neque enim huius aequationis aliae dantur solutiones, nisi quae 
e solutionibus aequationis praecedentis proveniunt, utroque numero^, z per 
Q multiplicato. 

Dato numero impari quolibet p, quaeramus numerum factorum eius, 
qui formam 4»i-|-l habent, et numemm factorum eius, qui formam im-\-Z 
habent. Quem in finem, sicuti etiam in sequentibus, eleraentis graecis sine 
plagula adiecta denotabimus numeros formae 4 w -j- 1 ; plagula adiecta, nume- 
rus formae 4 m + 3. Elementis latinis minusculis denotabimus perinde utrius- 
que formae numeros impares; maiusculis numeros quoslibet impares aut pa- 
res. Qmnes porro numeros accipimus positivus. Quae in sequentibus bene 
teneas. 

Sit numerus p in factores inter se primos resolutus 

A r,B ,A' r^iB' ,0' 

notura est, obtineri factores omnes ipsius p per evolutionem producti 

1 + « 4- «^ -i- - ■ ■ + «-^ 



Statuamus in hoc producto 

in cvolutione producti singuli termini seu fiunt +1, si formam 4wi-{-l ha- 
bent, seu fiunt — 1 , si formam 4m -\- 3. Ünde evadit valor producti idem atque 
excessus numeri factorum ipsius j) formae im-\-i supra numerum factorum 
ipsius p formae 4m-|-3. Invenitur autem valor producti 
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(1 + 4) (, + B) (I + G) . . . i±-t-i)^ i±fcii!: i±ti)-!: . . . , 

qui est evanescens omnibus c'asibus, quibus non simul sunt omnes numeri 
A', B', C, ... pares; hpc autem casu fit ille 

sive idem atque numerus factorum ipsius 

a ß Y ■ • ■ 
Hinc excessus assignatus est 0, nisi p formam habet 

P = nQQ, 
ubi n est numerus impar, qui per alios numeros primos non dividitur, nisi qui 
lormam 4m +1 habent, Q numerus impar, qui per alios numeros primos non 
dividitiir, nisi qni formam 4 m -(- 3 habent ; hoc autem casu excessus ille 
aequabiE numerura factorum ipsius n. Hinc, cum etiam discerptionem numeri 
'2p in duo quadrata imparia nullam dari constet, nisi p formam assignatam 
habet , pro forma autem illa e theoreraate auxillari numerus solutionum 
aequationis 

2p ^ yy + 2s 

idem sit atque numerus factorum ipsius n, thcorema illud hoc modo enun- 
ciare licet: 

„Dato quolibet numero p impari, numerus solutionum aequationis 
Si" ^ yy -\- ß^ 

idem est atque excessus numeri factorum ipsius p formae 4 m -j- 1 supra 
numerum factorum ipsius p formae 4m-{-S.-'- 

Hoc theorema sponte patet, si Fundamentorum formulas p. 103, (5) et 
p.l84,(7) (X.I p.l59,(ö) et p.235,(7) huius editionis) inter se comparas. 
Katiocinia antecedcntia 1. c. p, 107 (T. I p. 103 huius editionis) breviter indi- 
cavimus. 

In sequentibus, ut numerum solutionum aequationis propositae denote- 
mus, ipsam aequationem uncis includemus, iisque praefigemus characterem N. 
Ita significabimus ex. gr. numerum solutionum aequationis 
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^p = !/y -\- ^^ 

per Signum 

N[2p = yyi^00]. 

Hinc numerus factorum ipsius p, qui forniam 4m-T- 1 habent, e significandi 
ratione, supra a nobis proposita, erit 

N[p = aal; 
numerus factorum ipsius p, qui formam 4m-|-3 habent, erit 
N[p = aa-]. 
Unde theorema propositum exhibere licet per formulam sequentem : 

(1) N[2p ^ xx-\-yy] = N[p = aa]-~N[p = aa']. 

lam ad discerptionem numeri 4p in quatuor quadrata imparia transeamus. 

2. 
Discerpamus datum numerum ip omnibus modis , quibus fieri potest» 
in duos numeros impares p' et p", ita ut sit 

(2) 2jj=i,' + i,". 

Deinde singulos 1p' et 2p" omnibus modis, quibus fieri potest, resolvamus 
in duo quadrata , quae erunt imparia , ita ut sit 

{3} 2p' = wiv-\'xx, 2p" ^ i/y-\-s3, 

ideoque 

(4) ip = ww-^-xx + yy + ss. 

Pro iisdem numeris p' et p", in quos 2p discerpitur, est numerus solutionum 
aequationis huius (4) aequalis producto e numero solutionum utriusque aequa- 
tionis (3); ideoque totus numerus solutionum aequationis (4) aequivalet summae 

y.{ß[2p' = iüw + xx]N[2p" = yy + s^]), 

extensae ad valores numerorum p'. p" imparium omnes , qui aequationi (2) 

satisfaciunt, lam e (!) habetur 

iv'[2j>' — ww-\~xx] = }s[p' = a'x]~I<[p' — atj-'], 
Is[2p" ^ yy^ ^^] = A'[p" = hfi]-^^[p" ^ hf]. 
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Quibus in se ductis, nanciscimur productam, e quataor terminis constans, 
N[p' = aa]Ä'[7." ^ h^]-\-N[p' = aa']2^[p'- = öß'] 
— N[p' = aa]A^[p" = b[r]~N[p" ^ bl^ ]N[p' = aa]. 

Habemus autem, si summam extendimus ad valores ipsorum p', p" oranes, 
qui aequationi (2) satisfaciunt, 

I.{N[p' = aa]N[p" ^ 6ß ]) ^ N[2p = ao. +&ß ], 



l{Klp' 


= ».']»[)," 


- 6(i']) -S[-ip = aa'+l>n, 


UNlf' 


.. o.]Jfb- 


_ Srl) - -*'[2i) = oa +iP'], 


l{li[P" 


- if.]*!?' 


= <..']) - W[2i, _ Sp +».■]. 


Hinc prodit 






(6) 


iY[4p = , 


ow + xx + ,y + ,.] 



= ^"[2i) = aa + E'ß] + J^[2i) = aa' + 6ß']— JV[2p = aa + &ß'] — Ä'[2j5 = &ß + aa']. 
In sequentibus brevitatis causa loco 

Jf [2p = .,] 
simpliciter scribemus 

iV[»] = .Y[2iJ = u]. 

Porro ponemus numerum quaesitum solutionum aequationis propositae (4) 

Quibus statutis, aequatio (5) ita exhiberi potest: 

(G) *= Ä[a. + 4,5] + »[a.' + i?']-«[a« + S|i']-*[6? + 0<.']. 

Observo, in hac expressione terminos duos negatives inter se aequales esse, 
cum alter ex altero prodeat, elementis a. h nee non a, ß et a, ß' commu- 
tatis. Unde simplicius habcs 

(7) S= »[o« + S(ä]+*[«.'+6r]-2»[»« + 6ri- 

Consideremus seorsim casus, quibus 

pro reliquis statuere licet ß > a, ß' > a', si numerus eorum duplicatur. Hinc, 
si ponimus 

ß ^ a-\-iÄ, ß' = a'+4^, 

VI. 32 
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aequationem (7) ita repraesentare possumus : 

+ 2N[{a -\-b)a -\- ibA] -\- 2N[{a -{^ b)r,/ -^ HA]. 

lam cum casus, quibus numerus formae 4m-\~l et quibus 4m-|-3 est, omnes 
casus amplectantur , quibus numerus est impar, in expressione antecedente 
binos terminos in unum contrahere licet, ita ut habeatur 

(8) N = JV[(a + 6)cH-2J?[(a + i)c + 4&^]— 2i>^[aa + 6ß']. 
Ponamus in termino secundo 

ubi rf-<4^, atque B aut aut numerus quilibet positivus; erit 

(9) N = N[{a + i)c] + 2N[(a + b)d+iA{b^B(a^h))] — 2N[aa-\-h^']. 
Numeri autem 

a + b, b-i-B{a-^b) 

simul liesignare possunt, alter numerum quemlibet parem, alter numerum 
quemlibet imparem, idque unico tantum modo, sive, datis illis, etiam a, b, B 
determinati erunt; unde statuere licet 

a-i-i = IG, b + B{a-\-b) = e. 

Quibus in secundo termino substitutis . habemus 

(10) N = N[(a-^b)c]-\-2N[2Cd+iAc] — 2N[aa + i^'], 

ubi rf< 4 J.. 

Quod attinet tertium terminum, habemus 

2N[a^-\-b?'] = N[a'j.-}-b^'] + N[a^' + lo.]. 

In expressione ad dextram rursus statuere licet b^- a, siquidem simul vaior 
duplicatur ; casus a = b locum habere non potest , cum expressiones uncis 
inclusae eo casu iiant per 4 divisibiles, numerus autem 2p, cui aequantur, 
sit impariter par. Hinc, ai statuimus in expressione ad dextram 

ft = a + 2C', 

aequationem antecedentem hoc modo exhibere possumus ; 
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(11) Jf[a« + iß'] = Ala(a+ß') + 2rC] + i^[o(a+-ß') + 2aC] 
sive, posito 

(12) a + ß' = iÄ, 
sequenti modo: 

(13) N[aa + h^-] = N[2aC-\-4Äa] + ^'[2^'C-\-iAa], 

ubi c (12) fieri debent a et ß' uterque -<4-4.. Terminos duos ad dextram 
eadem ratione, atque supra, in unum contrahere possumus 

(14) J/[öa + 6ß'] =- N[2Cd-\-iAa], 

ubi d-<iA. Qua aequatione substituta in (10), termini secundus et tertius 
se invicem destruunt ; unde simpliciter obtinetur 

(15) N = N[{a + b}c] = N[2p - ia + b)c]. 

In hac formula fieri potest c factor quilibet ipsius p, neque alios valo- 
res induere potest; unde, posito p = cf, aequationis 

(16) 2i> = (a + ft)c 

solutiones omnes obtinentur, si pro quolibet ipsius p factore c omnibus mo- 
dis, quibus fieri potest, resolTitur aequatio 

2/ = « + &- 
Cuius dantur solutiones numei-o /'. Unde pro quolibet valore ipsius c dantur 
aequationis (16) solutiones numero — , unde numerus totus solutionum aequa- 
tionis (16) aequivalet summae factorum ipsius p. Hinc etiam e (15) fit nu- 
merus quaesitus 

N = N[4p = wiv + a:x-\-i/y-\-00] 

aequalis summae factorum ipsius p. Quod erat demonstrandum. 

Specimcn tantum novae ac plane singularis methodi editurus, non 
agam liic de larga copia theorematum similium propositi, quae ex evolutio- 
nibus in Fundamentis traditis profiuunt. 

Scr. 14. Febr. 1834. 
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ÜBER DEN STEINEßSCHEN SATZ VON DEN PRIMZAHLEN IM 
13^^" BANDE DES CREL LESCHEN JOURNALS. 



Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 14 p, 64— 65. 



Es sei p eine Primzahl , cti , o^ , . . ■ , a„ andere durch p nicht theilbare 
Zahlen , welche durch p dividirt verschiedene Reste lassen ; es sei ferner 

{«„-«.) {«,-«2) ■ ■ ■ ("„-«»-1)-= A,-i- 

wo also Ai, A2, . . ., A„ nicht durch p theilbar sind. Setzt man 
1 P P' P" 

so wird bekanntlich P'"' die Summe der Combinationen mit Wiederholung 
zu m aus den Elementen «i, «21 - ■ ■> **»■ Andererseits hat man den bekann- 
ten Ausdruck 

und, wenn Ä = oder kleiner als n — 1 ist, 

ff 
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oder 

.»- ,5(j,-l)-(»-l) + t, 
SO lassen 

<+■-', «*-', ..., <+-■, 

durch/) dividirt, respective dieselben Reste, wie 

a^, fl' , . . . , o' , 

und daher 

denselben Rest, wie 

wenn k immer kleiner als n — l ist, oder P" geht durch p auf. Wenn 
man daher dem k nach und nach die Werthe 0, 1,2,.. ., «—2 giebt, so hat 
man für ß — 1 den Satz : 

„Wenn p eine Primzahl ist, und man n durch p nicht theilbare Zahlen 
nimmt, welche, durch p dividirt, lauter verschiedene Reste lassen, so 
sind die Summen ihrer Combinationen mit Wiederholungen, zu p~n, zu 
p — n-\-\. zu /^ — « J-'2. . . ,, zu p — 2 genommen, jede durch p theilbar." 
Zu den Zahlen /» — «,;>— m-tI,/» — n+2, ...,p—% kann man auch noch 
^[p—\) addiren, wo p irgend eine ganze positive Zahl bedeutet. 

Den 22. Febr. 1835. 
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ÜBER DIE KEEISTHEILUNG UND IHEE ANWENDUNG AUF DIE 
ZAHLENTHEORIE. 

(Auszug aus einem Schreiben an die Akademie der Wisse o schatten zu Berlin vom 16. October 1837.) 



Monatsbericht dei" Akademie der Wissenschaften zu Berlin, October 1837 p. 127 — 136. 
Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 30 p. 16ß — 182. 



Ist ip eine Wurzel der Gleichung 

wo p eiiie Primzahl ist, und g eine primitive Wurzel von p, und setzt man 
wo a irgend eine Wurzel der Gleichung 

bedeutet, so hat man 

Setzt man 

SO wird <}j(a) ein Ausdruck, der hlofs die Potenzen von a in ganze Zahlen 
multiplicirt enthält; es ist ferner*) 

'K«)'>(«-') = p- 

*) Die Fälle, wo a'", o" oder 0™+" der Einheit gleich sind, werden hier ausgenommen. 
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Bedeutet )■ eine primitive Wurzel der Gleichung i-'"'^ = 1, und setzt man in 
der Function 

tv ; FOr-"'-") 

für r die Zahl t/ , ao wiid , wenn m und n positive Zahlen bedeuten , die 
kleiner, als ^ — 1 sind, 

+(»)— iiMiTr») ("»<'■'')■ 

wo n(«) = 1 . 2 . 3 . . . w. AVenn also m-\-n> p — \, wird <^{ff) = (mod.^), 
welches letztere sich in den Anwendungen als einer der wichtigsten Sätze der 
Zahlentheorie erweist. Der l^all m-\-n = p — I wird hier ausgenommen. Diese 
Sätze habe ich vor mehr als zehn Jahren Gaufs mitgetheilt. 
Ich bemerke noch, dafs, wenn 

2 = (j"', 5 = g'"' (mod.ij), 

mau die beiden merkwürdigen Formeln hat 

P(- '■)"('') = .'--!''t«)F(-»), 
F(=.)F(,«) J(,'«) = «->-'i.r(.'), 

in deren letzterer y eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit ist. Ist X ein 
ungerader Factor von p — 1, so kann mau durch die erste der beiden Formeln 
diejenigen Functionen F{a), in welchen a eine (2^)'° Wurzel der Einheit 
ist, rational auf die Functionen jF(o) zurückführen, in denen o eine X** Wur- 
zel der Einheit ist. Man erhält so für F{—-^) den Ausdruck 



F{~i) = \/p\/r 



,A-B^- 



A+B'.r-li' 
wo 

A^-i-^B'' = p. 

Mit Hülfe derselben Formel' findet man, wenn a. eine primitive 8" Wurzel 
der Einheit ist, und 

p = aa-\-hh =^ cc -{-lad, ' a = c = — 1 (mod. 4) 
gesetzt wird, 

F{^) = y/(_i)4('+''(, + <?v'^)V(^TW^T)^, 
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femer 

Fia)Fia^) = (-l)^(c + rfV^2)F(-l). 
Man erhält ferner mit Hülfe der beiden Formeln, wenn ^ und a imaginäre 
cubische und biquadratische Wurzeln der Einheit sind , 

^^ ' a' + b'r/. fl'+fc'« 

WO 

P = aa-j-oo^r:^aa-\-bo = — ■ — — — , 

a = ~l (mod. 4), 
a' = —L = ~l (mod. 3), 
M~0 (mod. 3), 

Die zweifelhaften Zeichen werden immer durch Congruenzen bestimmt oder, 
wo sie von der Wahl der primitiven Wurzel y abhängen, wird diese Ab- 
hängigkeit auf eine einfache AVeise angegeben; die Art dieser Abhängigkeit 
bildet die wichtigste Grundlage der Anwendung auf die Theorie der Potenz- 
reste. Ich bemerke noch, Öafs, wenn p = cc-j-^dd von der Form Sn+l 
ist, c der absolut kleinste Rest ist, den die Zahl 
p + 1 p + 3 5(j)-I) 



I.2.3...^ini 
8 

durch p dividxrt läfst, und dafs dieser absolut kleinste Kest immer positiv 
oder negativ ist, je nachdem er, abgesehen vom Zeichen, die Form 4n-|-3 
oder in-\-l hat. Die Functionen F{cl), welche man nur bestimmt hatte, 
wenn a eine quadratische, cubische, biquadratische Wurzel der Einheit ist, 
sind durch die obigen Formeln nun auch bestimmt, wenn a eine 6*", 8**, 12*" 
Wurzel der Einheit ist; man kann also a priori die Wurzeln der Gleichungen 
vom 6*'", 8"", 12*™ Grade, die in der Kreistheilung vorkommen, vollständig 
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auflösen und braucht hierzu nur die Zerfällung von f in die drei Formen 

xx-\-yy, xx-\-2yy, xx-\-Zyy. 

Für die Primzahlen bis 12000 habe ich diese Zerfällungen meiner Arbeit 
beigefügt. 

Eine allgemeine Formel von grofser Wichtigkeit auch in der Anwen- 
dung der Kreistheilung auf die Theorie der quadratischen Formen ist folgende. 

Es sei p von der Form Xw-f-l, ß eine primitive V" Wurzel der Einheit, 
a irgend eine Wurzel der Gleichung a*""' ^ ] ; es sei ferner 'k=g'" (mod.^), 
so wird, wenn X ungerade ist, 

wenn X gerade ist, 

i?(«)F(p<,)f((i'.) ...F(P'~'«) = (-1) » p ' F{~i)F{^'-),>) 

WO, wie immer, 

F{-\) = V (-I)^i> 
ist. 

Wenn die Functionen ^ im Zusammenhange mit den Binomialcoeffi- 
cienten oder den E u 1 e r sehen Integralen erster Gattung stehen , wie die 
Congruenz 

, , , n(j»4- Ji) , , , 

+ « = -n(»)Tiw <°'°''-'"' 

zeigt , so scheint die Vergleichung mit der Formel 

v<.'J - F(»-^-) 

darauf hinzudeuten, dafs zwischen den Functionen F und den Eulerschen 
Integralen zweiter Gattung eine ähnliche Beziehung stattfinden mufs, in der 
Art, dafs — ■ y-v ^^^ Function F{r~*^) entspricht. Aber ich habe lange diese 
Beziehung vergeblich gesucht, bis ich sie in folgendem Satze fand. 

In dem Ausdruck von F[a") setze man für jeden Exponenten g'' den 



*) Dieser Satz ist einem Gaufsschen über die Eulerschen Integrale analog, 
dings Diriclilet einen merkwürdigen Beweis gegeben hat. 
VI. 
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ihm in Bezug auf p congruenten kleinsten positiven Rest ^^ , wodurch 

F{x,a.) = X + 0.x'' -{^ a' x'' -\ \-a'-^x'^-' 

wird. Es seien ferner x und a nicht Wurzeln der Einheit, sondern x eine 
unbestimmte Variable und a eine Zahl = ^^-i-'" (mod. p). Setzt man x = 1 -^-y 
und bezeichnet mit Y„ die Entwickelung von 

pog(]+j/)j", 

wenn man die y^~^ übersteigenden Potenzen von y fortwirft, so wird für die 
verschiedenen Zahlen a, welche man für die verschiedenen Werthe von m 
erhält, 

jr(i + j/, „) = __^ (mod.^), 

wo die Congruenz für ein unbestimmtes y in Bezug auf die einzelnen Coefii- 
cienten der Potenzen von y stattfindet. Dies ist die gesuchte Beziehung, 
aus welcher durch Multiplication zweier Functionen F die obige zwischen 
den Functionen if und den Binomialcoefficienten folgt. Ich bemerke noch 
den Satz, dafs in der Entwickelung der (201)**° Potenz von log(l-^_y) der 
Coeffici'ent von y'^, wenn p eine Primzahl und > 2 w» + 1 ist, immer ein Viel- 
faches von p zum Zähler erhält, wenn man ihn auf seinen kleinsten Aus- 
druck bringt. 

Die bisher noch nirgends angegebene wahre Form der Wurzeln der 
Gleichung x^ =^ \ ist folgende. Man kann, wie bekannt, diese Wurzeln 
leicht durch blofse Addition aus den Functionen F[a) zusammensetzen. Ist 
\ ein Factor von ^ — i und a* = 1, so ist ferner bekannt, dafs \F{a)\^ eine 
blofse Function von a ist. Man braucht aber nur diejenigen Werthe von 
F[a) zu kennen, für welche X Potenz einer Primzahl ist. Es sei nämlich 
XW . . . ein Factor von p — 1 ; ferner seien X , X, X", . . . Potenzen verschie- 
dener Primzahlen und a, a', a", . . . primitive X*^, X'*°, X"", . . . Wurzeln der 
Einheit, so wird 



J' Wf(»-)f (»")... 



wo t[j(a. a', a", . . .) eine ganze rationale Function von a, a, a", . , . bedeutet, 
deren Coefficienten ganze Zahlen sind. Es kommen daher , wenn man 
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2Ö9 



immer die {p — 1)'™ Wurzeln der Einheit als gegeben ansieht, in dem Aus- 
druck von X nur Wurzelgröfsen, deren Exponenten Potenzen von Primzahlen 
sind, und die Producte solcher Wurzelgröfsen vor. Wenn X ^ ij,** und [i eine 
Primzahl ist, findet man die Function F{a) auf folgende Art. Man setze 



SO wird 



F(,) = 






)...4 _,(,)• -F(« 



■ ■'!>,-,{'" )-^(-'-'') 



F(a--) 



-V^V 



"')+,(«'■ 



■■*,-,(« 



).(-!) 



j)ie a — 1 Functionen ([/ bestimmen nicht nur sämmtliche Gröfsen unter den 
Wurzelzeichen, sondern auch die gegenseitige Abhängigkeit der Wurzel- 
gröfsen selbst. Setzt man nämlich für a die verschiedenen Potenzen von o, 
so kann man vermittelst der so erhaltenen Werthe dieser Functionen alle 
Ij," — ] Functionen F{a*) durch die Potenzen von F{a) rational ausdrücken, 
indem alle |x" — 1 Gröfsen 

immer einem Product aus den Werthen mehrerer der (i — i Functionen <j((a) 
gleich werden. Hierin besteht einer der gröfsten Vorzüge der hier angege- 
benen Methode vor der G aufs sehen, indem in dieser die Auffindung der 
Abhängigkeit der verschiedenen Wurzelgröfsen eine ganz besondere , wegen 
ihrer gröfsen Mühseligkeit selbst für kleine Primzahlen nicht mehr ausführ- 
bare, Arbeit verursacht, während die Einführung der Functionen ^ gleichzeitig 
die Gröfsen unter den Wurzelzeichen und die Abhängigkeit der W'urzel- 
gröfsen giebt. Die Bildung der Functionen ^ geschieht nach einem überaus 
einfachen Algorithmus, der nur erfordert, dafs man sich aus der Tabelle für 
die Reste von ^"^ eine andere bildet, welche 

g'"' = 1 -i-g"' (mod.j!) 



*) Wenn ii = l , lassen sich die |t — 
führen. Icli habe sogar durch eine bis fj. == Ül fortge 
i)i immer durch die Wertbe einer einzigen ausdrücken 



Her anf den 8**" Theil unmittelbar zurück- 
te lodiictioii gefunden , dafs sich alle Functionen 
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giebt. Nach diesen Regeln hat jetzt einer meiner Zuhörer in einer von der 
hiesigen Universität gekrönten Preisschrift die Gleichungen x^ = l für alle 
Primzahlen^ bis 103 vollständig aufgelöst*). 

Einer der für die Zahlenthcorie frachtbarsten Sätze ist folgender. 

Es seien die Zahlen m, m\ m", . . . positiv und kleiner als p — 1; es 
werden durch m^, tn[, m", . . . die kleinsten positiven Reste bezeichnet, welche 
im, im', im", ... durch ^ — 1 dividirt ergeben; es sei 

mi-\~m'i-\-m';-\ = m.(j:> — l) +s., 

wo s^ ebenfalls positiv und kleiner als p — 1; ist v die kleinste unter den 
Zahlen «i, w^. . . ., n^^i, und setzt man 

F{r—)F{r-')F{r-'-")... = x{r)F(r-^), 

so werden die ganzzahligen Coefficienten in ^(r) alle durch p' theilbar und 
durch keine höhere Potenz von p\ setzt man y_{r) ~ p^'x[r) und in ^'(r) für 
r die primitive Wurzel g, so wird 

«■("'^i-iUirnWnT»")" '°'°*-''- 

Die Anwendung dieses Satzes giebt eigenthümliche Theoreme, von denen ich 
vor einer Reihe von Jahren ein Specimen im Crelleschen Journal (cf. p. 240 
dieses Bandes) mitgetheilt habe, die Zahl der reducirten quadratischen For- 
men der Theiler von yy^pzz betreffend, wenn p eine Primzahl von der 
Form 4n-|-3 ist**). Wenn ich diesen Theoremen die Allgemeinheit gegeben 
-haben werde, deren sie fähig scheinen, werde ich mir die Ehre geben, sie 
ebenfalls der Akademie vorzulegen. Sie bilden gewissermafsen ein Verbin- 



*) Bei dieser Gelegenheit hat derselbe (Herr Rosenhain) dea merkwürdigen Satz bewiesen, da 
wenn a. die 5'=, y die 3'' Wurzel der Einheit, jp von der Form 30« +1, 24 = 3"' (med. jj) ist, immer 



A = —2, B = (l (mod.5), 
AÄ + ZBB = ip. 

**) Für die Primzahlen von der Form in-\-\. findet ein ganz analoger Satz statt; die Zahl der 
quadratischen Reste zwischen und ^j» giebt hier die Zalil der Formen, 
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dungsglied zwischen den beiden Haupttheilen der höheren Arithmetik, der 

Kreistheilung und der Theorie der quadratischen Formen. 

Die hauptsächlichste Anwendung der Kreistheilung habe ich auf die 
Theorie der cubischen und biquadratischen Reste gemacht, und mit grofser 
Leichtigkeit und Einfachheit den schönen Gaufsschen Satz in seiner zweiten 
Abhandlung über die biquadratischen Reste, dessen bisher noch nicht bekannt 
gemachten Beweis derselbe als ein mysterium maxime reconditvm bezeichnet, 
wahrscheinlich auf ganz verschiedenem Wege abgeleitet*). Die höchste Ein- 
fachheit hat der Reciprocitätssatz für cubische Reste, dessen Beweis sich fast 
mit einem Striche aus den bekannten Formeln der Kreistheilung findet. Sind 
nämlich 

-— „nd -^~-, 

wo M und M' durch 3 aufgehen (auch sein können), zwei complexe Prim- 
zahlen , und bezeichnet man durch 

diejenige der Gröfsen 

' 2 ' 2 ' 

welche in Bezug auf den Modul ^ + .J^X::1 der Potenz 



congruent ist, so wird geradezu 

/ \{L'-^M'\l^) \ ^ ( |(Z+ M\/g) Y 
V^(i + ilf \/-3) ^ V4(i'+M'\/~3) ^ 

Die Beweise dieser Sätze konnten in den vergangenen Wintervorlesungen 
ohne Schwierigkeit meinen Zuhörern mitgetheilt werden**). 



*) Dieser Satz betrifft die biquadratische Eeoiprocität zwisclien zwei complesen Primzahlen 
fl-j-öv' — 1 und c-\-d'^~\\ den ebenfalls zuerst von Gaufs aufgestellten Satz über deren quadratische 
Reciprocität hat Dirichlet bewiesen. 

**) Diese aus Tielfach verbreiteten Nachschriften der oben erwähnten Vorlesungen auch den Herren 
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Die Anwendung des Legendreschen Keciprocitätssatzes auf die Unter- 
suchung, ob eine Primzahl von einer anderen quadratischer Rest oder Nichtrest 
sei, erfordert bekanntlich die Zerfallung der successiv gefundenen Reste in 
Primfactoren und die besondere Behandlung jedes derselben. Gaufs hat die 
Theorie der quadratischen Reste wesentlich vervollkommnet, indem er durch 
einen ihm eigenthümlichen Satz diese Untersuchung, ohne Factor enzeriallung 
nöthig zu haben, auf die Verwandlung eines Bruchs in einen Kettenbruch 
zurückgeführt hat. Ich habe die gleiche Vollkommenheit der Theorie der 
biquadratischen und cubischen Reste gegeben, wozu es nur einer leicht sich 
ergebenden Verallgemeinerung der Reciprocitätssätze bedurfte. Ist nämlich, 
um diese Verallgemeinerung für die quadratischen Reste anzudeuten, p irgend 
eine ungerade Zahl gleich, f f" f" . . . , wo /, /', /"', . . . gleiche oder verschie- 
dene Primzahlen bedeuten, so dehne ich die schöne Legendresche Bezeich- 
nung auf zusammengesetzte Zahlen p in der Art aus, dafs ich mit 

wenn ic zu p Primzahl ist, das Product 

(f)(r)(r)--- 

bezeichne. Sind -p und f zwei ungerade Zahlen, die keinen gemeinschaftli- 
chen Theiler haben, beide positiv, oder auch eine positiv, die andere negativ, 
so hat man, ganz wie bei Primzahlen, 

_^ (^) -(-'". 

Professoren Uirichlet und Kummer seit mclireren Jahren bekannten Beweise sind nenerdings von 
Herrn Dr. Eisenstein im 27'™ Bande des Crelleschen Journals S.289 und im 28*™ Bande desselben 
Journals S. 53 publicirt worden. Der S. 41 des 3 8teo Bandes von Herrn Dr. Eisenstein gegebene Beweis 
des quadratischen Reoiprocitätssatzes ist der nämliche, welchen ich im Jahre 1827 Legendre mitgetheilt 
und dieser in die 8'* Ausgabe seiner Zahlentheorie aufgenommen hat. 

Die oben erwähnten auf die quadratischen Formen bezüglichen Sätze sind jetat Theile einer ^rofsen 
von Dirichlet gegründeten Theorie geworden. 

October 1845. J". 



Hosted by 



Google 



ÜBER DIE KREISTHE1LUM6 UND IHRE ANWENDUNGS AUF DIB ZAHLENTHEOKIB. 263 

und diese Formeln eeben den Werth von ( — ) vermittelst der sewöhnlichen 
Verwandlung von - — in einen Kettenbrach durch eine von der Gaufssclien 
wesentlich verschiedene und einfachere Regel, Auf diese Weise erfordert die 
Bestimmung von ( — ) nur die Untersuchung, ob p und p' wirklich, wie die 
Definition verlangt, keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Genau das- 
selbe läfst sich bei den biquadratisehen und cubischen Resten anwenden, für 
welche ich ähnliche Bezeichnungen eingeführt habe. Die Anwendung des 

so verallgemeinerten Zeicheng ( — ) gewährt bei einiger Übunii: die anse- 
o \p J ^ o r^ o 

nehmsten Erleichterungen. 

Mit den Resten der 8'*° und 5'™ Potenzen, welche ganz neue Princi- 
pien uöthig machen, bin ich ziemlich weit vorgerückt; sobald ich den be- 
treffenden Reciprocitätsgesetzen die wünschenswerthe Vollendung gegeben 
habe, werde ich sie der Akademie mittheilen. Das Wichtigste hierbei dürfte 
die Aussicht sein, welche diese Brincipien auf eine dereinstige Verallgemei- 
nerung und Vereinfachung der höheren Arithmetik gewähren. 

Eine meiner frühesten Anwendungen der Kreistheilung betrifft die cy- 
clometrische Auflösung der Feilschen Aufgabe. Aus einer vor mir liegen- 
den, von dem jetzt am Danziger Gymnasium angestellten Oberlehrer Czwa- 
lina angefertigten, Nachschrift einer von mir vor mehreren Jahren gehaltenen 
Vorlesung entnehme ich folgende Sätze. 

Es sei p eine Primzahl von der Form 4«+l ; bezeichnet man mit a 
ihre quadratischen Reste zwischen und ^p. so wird 
_ _ p±i 

V^}v7!' + ^i =2 ' nsin^^, 

WQ ^^_u«^ ^ — 4, und durch das vorgesetzte 11 das Froduct aus sämmtUchen 
Factoren sin^^ bezeichnet wird. 

Es sei q eine Primzahl von der Form 8 h + 3; bezeichnet man mit a 
ihre quadratischen Reste, so wird 

ic + yVi - V^ Tlsin(^+ 2), 

wo x'^ — qy' = —2. 

Es seien q und q' zwei Primzahlen von der Form 4n+S, q quadratischer 
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Rest von q \ es seien femer respective a und a die kleinsten positiven qua- 
dratischen Reste von q und von §■', so wird 

WO q!s^ — q'y^ =^ 4, u. s. w. 

Wenn x und y nicht gerade sind, giebt die Cubirung der Gleichungen 

a;a_ßj/ä = —4, 2«*— «V ^ 4 

die Lösung der Gleichungen 
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Tabelle für die Zerfällung der Primzahlen p von der Form 4« + l 
in die Summe zweier Quadrate*). 



397 



857 19 

877 29 



1069 




093 




097 




1109 




1129 





15 34 



409 


15 


i8 


"993 


43 


12 


2549 


7 


50 


429 


13 


3'> 


'997 


29 


34 


=■557 


21 


46 


«3 


37 


S 


1017 


9 


44 


1593 


17 


48 


453 




38 


S019 


45 


1 


2609 


47 


20 


481 


35 


.6 


2053 


■7 


42 


26.7 


51 


4 


489 


33 


10 


2069 


15 


3S 


2621 


II 


50 


493 




3S 


2081 


41 


20 


2633 


4-3 


j8 


549 


35 


18 


2089 


45 


8 


2657 


49 


16 


553 




31 


1113 


33 


r- 


2677 


39 


34 


597 




34 


2119 


23 


40 


2689 


33 


4° 



1973 13 



<7 


38 


2297 


'9 


29 


30 


1309 


47 


27 


32 


1333 


43 



2441 29 40 



251. 35 36 



2749 


43 


3° 


2777 


29 


44 


2789 


17 


5° 


2797 


5' 


•4 


28QI 


49 


20 


2S33 


23 


48 



238. 35 


34 


2953 


53 


2389 25 


41 


1957 


19 


2393 37 


32 


2969 


37 



3049 45 
3061 55 
3'=89 55 



*) Ich lasse hier die Tabellen folgen , die ich io dem vorsteheEden Aufsatze erwähnt habe. 

Berechnung der Tabellen I und II verdanke ich der Gefälligkeit des Herrn Director Zornow, 
Oct. 1845. J- 

VI. 34 



Hosted by 



Google 



ÜBER DIE KREISTHEILUNO UND IHRE ANWENDUNG AUF DIE ZAHLENTHEORIE. 



3109 


47 


30 


39'7 


6r 


>* 


4793 


'3 


68 


5669 


65 


33 


648 c 


9 


80 


7433 


53 


68 


3111 


39 


40 


39=9 


35 


5^ 


4801 


65 


=4 


5689 


75 


8 


6521 




80 


7457 


41 


76 


3'J7 


1 


56 


3939 


15 


58 


48'3 


67 


18 


569; 


43 


62 


65 29 




48 


747-' 


9 


86 


3169 


SS 


»I 


4001 


49 


40 


48.7 


4' 


5Ö 


S701 


'5 


74 


&S53 




7= 


748. 
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10 


H 


9'57 


53 


46 


9733 


9' 


21 
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III. Tabelle für die ZerfäUung der PrimzaUen von der Form ■ 
in ein Quadrat und das Doppeitc eines anderen Quadrats* 



3 4 


8Si 


9 


lO 


iSoi 


I 


3° 


2777 


17 


3» 


3833 


39 


34 


48.7 57 


1 6 


929 


27 


10 


.873 


35 


18 


1801 


5' 


10 


388, 


3 


44 


4889 69 


9 1 


937 


17 


iS 


1889 


33 


30 


^S33 


41 


24 


3889 


19 


42 


4937 63 


5 6 


953 


11 


16 


19.3 


39 


14 


^857 


47 


18 


39^9 




40 


4969 19 


9 4 


977 


3 


II 


1993 


19 


24 


2897 


3 


38 


4001 


63 


4 


4993 49 


3 « 


1009 


'9 


18 


1017 


37 


■ 8 


^953 


■9 


36 


4049 


57 


10 


5C09 3 


I 6 


1053 


3' 


6 


2081 


27 


16 


2969 


9 


3S 


4057 


13 


42 


5081 9 


5 1 


1049 


9 


II 


loäg 


'7 


30 


3^01 


43 


24 


4^73 


45 


31 


5"J 71 


5 4 


1097 
1129 


33 
29 


12 


1113 
2129 


3' 
9 


32 


304< 
3049 


49 


34 


4"53 


59 
^5 


iS 

41 


5153 69 
5209 41 


9 lo 


"55 


I 


1+ 


2137 


+3 


12 


30S9 


39 


2« 


4177 


55 


'4 


5^33 15 


5 " 


"93 


'5 


24 


2153 
I161 


4; 


30 


3"' 
3'37 


13 
33 


36 
3^ 


4201 


49 

57 


30 


5273 69 
5181 59 


5 8 


1117 


33 


8 


2273 


'5 


J2 


3.69 


37 


30 


4241 


3 


46 


5297 57 


3 14 


1249 


3' 


!1 


21S1 


47 


6 


3109 


3 


40 


4173 


41 


36 


5393 39 


I II 


1:89 


33 


10 


2297 


27 


28 


3217 


^5 


36 


4289 


33 


40 


54'7 3 


9 & 


1:97 


35 


6 


2377 


35 


24 


3157 


57 


1 


4197 


öS 


6 


5441 11 


I I 


1321 


■3 


24 


2393 


9 


34 


3313 


55 


II 


4337 


45 


34 


5449 ^9 


3 •=■ 


i;5i 


3 


16 


1417 


45 


14 


33^9 


21 


38 


4409 


39 


38 


5521 61 


3 i6 


1409 


21 




IM' 


33 


26 


5^6. 


47 


14 


444' 


43 


36 


5569 31 


I g 


'433 


9 


16 


1473 


49 


6 


3433 


29 


36 


4457 


■5 


46 


5641 67 


7 12 


.43. 


33 


'4 


2521 


37 


24 


3449 


57 


10 


448. 


63 


16 


5657 75 


9 .6 


1+89 


'9 


18 


2593 


I 


55 


3457 


53 


iS 


45 "3 


65 


II 


56S9 7, 


3 6 


1553 


39 


4 


2609 


51 


I 


35^9 


1 


42 


4561 


67 


6 


5737 47 


S H 


1601 


33 


16 


16.7 


5 


36 


3593 


45 


28 


4649 


51 


3' 


580. 5. 


r lO 


1609 


3' 


18 


1633 


5' 


4 


3617 




38 


4657 




48 


5849 21 


5 '8 


1657 


37 


II 


2657 


33 


18 


3673 


55 


18 


4673 


II 


46 


5857 5 


I i8 


1697 


57 
39 


10 


26S9 
2713 


49 


36 


3697 
3761 


'3 

57 


16 


4721 
4719 


39 


40 
+3 


5881 7 
5897 45 


3 20 


1753 




6 


2719 


5' 


* 


3769 


59 


12 


4793 


69 


* 


5953 " 



■♦I Der ver'itorbeiie UiteLtor des altstädtiBclieü Gymnasiums in Königsberg i. Pr., Dr. Struve, 
einer der geietreichsten Philologen , machte mir sehr umfangreiche Papiere zum GeBcheni , welche 'die 
Zerfallungen aller geradeu Zahlea bis 12000 ia drei Quadrate eBthalten. Aus diesen ist die vorstehende 
Tabelle entnommen Leider sind in diesen Berechnungen , welche von ihm zur Zerstreuung in einer 
schweren Ktankheit unternommen wurden, bisweilen einige der oft sehr zahlreichen Zerfallungen einer 
Zahl ausgelassen, wodurch der Werth dieser mühevollen und interessanten Arbeit verringert wird. 
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IV. Tabelle der Zahlen in für das Argument m*}. 



ig ,3 19 3, 37 4, 43 



(mod.jj). 

53 59 61 67 7t 73 79 gj S9 97 
26 10 IC ji 62 5 19 50 30 10 



3 ^9 H 31 



13 15 13 33 



17 


27 


45 


45 


n 


69 


1+ 


77 


56 


57 


82 


69 


3K 


33 


43 


35 


61 


43 


67 


18 


72 


4 


76 


^4 


11 


'5 


54 


IS 


so 


59 


53 


51 


51 


66 


26 


38 


=4 


46 


33 


31 


37 

6 


5^ 


47 


73 
66 


15 
76 


55 


<• 


30 


43 


18 


9 


57 
6 


^5 


33 


3^ 


70 
=9 


81 

^3 


76 


33 
39 


90 


b 


5 


4^ 


49 


47 


37 


6 


23 


38 


1 


61 


37 


4 


50 


>9 
48 


56 


5» 


61 


55 


36 
56 


68 


26 
69 


64 


93 



39 44 4^ 



37 



34 7 40 39 40 8 21 43 53 

6 22 18 45 8 ;7 17 51 30 9 42 4 4; 21 65 

3 4 II s' 45 37 55 4 10 54 3 77 45 5^ 

15 29 7 17 37 31 29 41 6 33 20 40 IC 92 

10 11 3S 25 17 18 31 3 54 II 74 42 34 69 



3 ^9 9 3' 34 



30 



63 61 15 57 



Ib 


6 


30 IS 


40 


39 


4 


12 


52 2 


46 


49 


39 


39 


38 45 


5° 


45 


3° 


5f> 


10 30 


'3 


62 



40 3> 45 56 



35 



35 36 9 34 39 



*) Diese Tabelle ist während der Wintervoriesungen 1836—37 von meinen Zuhörern bereclinet 
worden. Vermittelst des seitdem von mir herausgegebenen Canon Arithmelicus (Berün 1839 bei DiimmJer) 
kann dieaelbe leicbt auf alle Primzahlen unter 1000 ausgedehnt werden. Setzt man nämlich für eine 
Primzahl p unter 1000 eine Zahl der dort mit Indices überschri ebenen Tabelle gleich to, so wird die un- 
mittelbar folgende der Tabelle der entsprechende Werth von m'. 



Hosted by 



Google 



ÜBESt DIR KKEISTHEILUNG UND IQßK ANWENDUNG AUF DIK ZAHLENIHEOEIE. 

4' 43 47 53 59 6i 67 71 73 79 83 89 97 iqi 103 

6 18 10 16 10 10 II 62 5 19 50 3 10 1 35 

15 29 10 34 II 54 16 5 3« 45 43 35 s* 33 »4 



18 51 46 



s8 36 18 45 35 
51 K 15 54 4Ö 



30 



7 ^9 47 



34 



»7 49 



5 



90 



1 6 4 37 48 2 * 10 54 49 94 64 9 

41 2 40 s8 46 I 51 38 8 64 65 iz 6i 

44 ij 36 s6 7 60 66 40 79 68 48 25 41 

16 32 20 3 3S 44 63 * 10 36 75 96 86 

37 48 51 50 5 66 61 2 47 86 59 56 46 



37 



44 51 7 84 67 15 17 

[j 13 64 5 19 63 jS 13 60 22 

4 55 '9 36 9 41 * 61 41 20 

[6 6; 48 48 25 53 73 44 79 56 

rS 10 14 30 57 18 41 8t 89 48 



75 78 85 52 
71 65 30 38 



53 41 27 28 42 65 
16 59 57 23 26 8 



19 51 40 9 31 



37 14 65 7» 34 65 



34 



57 



i5 49 67 68 41 34 8 j6 

33 39 t8 19 4 67 67 10 

44 14 41 41 53 5 63 i8 

19 51 69 67 6s 16 58 

1 65 29 31 80 3; 91 

33 »9 '7 47 37 n '5 

53 17 46 59 50 19 14 

59 17 70 6 48 58 80 

!2 47 25 68 14 79 89 
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f n 1 


9 


83 89 


97 


loi 103 


<J 5 I 


9 


5 


30 


10 


^ 35 


71 13 1 


1 


33 7 


45 


66 95 


72 . 6 


* 


58 87 


79 


4g So 


73 ■ 6 


1 


1 


19 


6 


,8 94 


74 . 6 


9 


30 6 


51 


51 39 


75 ■ -1 


Z 


' 


6 ^^ 


41 


88 81 


76 


6 


75 31 


„ 


46 14 


77 . 7 


6 


7 


J7 


71 


S5 34 


78 . 




2 


59 


83 


14 93 


79 ■ 




49 17 


68 


41 29 


80 . 
81 




70 83 
55 33 


4» 
54 


54 iS 
31 45 


81 . 






70 


78 


31 64 


83 ■ 






75 


43 


8. 3J 


84 . 






51 


9 


5 ' 


85 . 






6j 


77 


47 ^6 


86 . 






j 


1 


72 63 


87 . 






56 


55 


58 57 


8B . 








53 


53 9s 


89 , 








31 


80 18 


90 . 

91 . 








17 
35 


83 n 

94 77 


91 . 








93 


19 89 


93 ■ 








n 


4 44 


9t ■ 








74 


84 68 


95 - 








81 


77 4' 


96 . 










26 JO 


97 •■ 










35 g» 


98 . 










IX IJ 


99 ■ 










68 97 

- iS 

7J 
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ÜBER DIE COMPLEXEN PRIMZAHLEN, WELCHE IN DER THEORIE 

DER RESTE DER 5™», 8^^^« UND 12^^» POTENZEN ZU BETRACHTEN 

SIND. 

(Gelesen in der Akademie der Wiasenscliafteo zu Berlin am 16. Mai 1839.) 

Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Mai 1839 p. 86 — 91. 
Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 19 p.314 — 318. 

GauTs hat in seinen Untersuchungen über die biquadratischen Reste 
die complexen Zahlen von der Form a-^hSJ—X als Moduln oder Divisoren 
eingeführt. Indem er dieses that, konnte er über den biquadratischen Cha- 
racter zweier complexen Primzahlen von der l'orm a-^-hSJ—X in Bezug auf 
einander ein Reciprocitätsgesetz von solcher Einfachheit und Vollendung auf- 
stellen, wie das berühmte Eundamentaltheorem über quadratische Reste, das 
von ihm so genannte Kleinod der höheren Arithmetik, besitzt. Aber wie ein- 
fach jetzt auch eine solche Einführung der complexen Zahlen als Moduln 
erscheinen mag, so gehört sie nichts desto weniger zu den tiefsten Gedanken 
der Wissenschaft; ja ich glaube nicht, dafs zu einem so verborgenen Ge- 
danken die Arithmetik allein geführt hat, sondern dafs er aus dem Studium 
der elliptischen Transcendenten geschöpft worden ist, und zwar der beson- 
deren Gattung derselben, welche die Rectification von Bogen der Lemniscata 
giebt. In der Theorie der Vervielfachung und Theilung von Bogen der 
Lemniscata spielen nämlich die complexen Zahlen von der Form ö-[-i\/ — 1 
genau die Bolle gewöhnlicher Zahlen. Wie man durch rationale Ausdrücke 
die trigonometrischen Functionen des w-fachen Kreisbogens darstellt, so kann 
man vermittelst rationaler Formeln den Boi;en der Lemniscata mit einer 
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complexen Zahl a + b\ —l inultipliciren ; wie man den Kreisbogen durch 
Auflösung einer Gleichung vom «•*" Grade in n Theile theilt, so theilt man 
den Bogen der Lemniscata ia. a-\-b sT-l Theile durch Auflösung einer Glei- 
chung vom Grade aa + bb. So wie man einen Kreisbogen , wenn man ihn 
in 15 Theile theilen soll, in 3 und in 5 Theile theilt und aus beiden Thei- 
lungen die gesuchte findet, so hat man einen Bogen der Lemniscata, um ihn 
in 17 Theile zu theilen, in 1 + 4 V^ und in 1 — 4 V — 1 Theile zu theilen, 
und 'setzt die Theilung in 17 Theile aus beiden zusammen. So wird man 
bei Untersuchung jener besonderen Gattung elliptischer Integrale, wenn man 
nur einigermafsen in ihre Natur eindringt, mit Notb wendigkeit darauf hin- 
gedrängt, die Zahlen «+ 6\/~l ah -Divisoren einzuführen. Mögen nun auch 
jene Untersuchungen der Integralrechnung viel complicirter und schwieriger 
erscheinen, als jener einfache Gedanke der Zablenlehre, so ist es doch nicht 
immer das Einfache, welches sich zuerst darbietet. Gaufs versichert in den 
Disguisitiones arithmeticae , die Methode seiner Kreistheilung auf die Theilung 
der ganzen Lemniscata anwenden zu können, und verspricht hierüber ein 
amplum opus zu einer Zeit, in welcher er sich sicher noch nicht, seinen ei- 
genen späteren Angaben zufolge, mit den biquadratischen Resten beschäftigt 
hatte. Auch ist es nicht unwahrscheinlich, dafs er die Fundamentaltheoreme 
über biquadratische Reste aus dieser Quelle geschöpft hat. Erst Abel hat 
dieses Versprechen von Gaufs eingelöst, indem er wenigstens die ersten 
Grundzüge dieser Ausdehnung der Gaufsschen Methoden der Kreistheilung 
auf die Theilung der Lemniscata in seinen ersten, im Crelleschen Journal 
publicirten, Arbeiten über die elliptischen T'ranscendeiiten gab. Eine eben 
so interessante als schwierige Aufgabe dürfte es sein, dieser Theilung des 
Lemniscatenbogens in a + ^V— 1 Theile und der Zusammensetzung der ^"" 
Theile des Bogens aus seiner Theilung in a -|- 6 V — 1 i"id in ** — b\ — l 
Theile einen geometrischen Sinn abzugewinnen. Die Geometrie hat in neue- 
rer Zeit mit Glück dem Imaginären auch auf ihrem Gebiete einen Platz 
angewiesen; es ist zu erwarten, dafs sie bei dem bewundernswürdigen Auf- 
schwung, welchen sie unter Steine r's Händen genommen hat, sich auch 
dieser abstruseren Ideen bemächtigen wird. 

Es hat keines neuen Gedankens bedurft, um die cubischen Reciprocitäts- 
gesetze zu finden ; man hatte hierzu nur nötliig, auf ganz analoge Weise com- 
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plexe Zahlen von der Porm —ll . Vz" oder solche, die aus den Cubikwur- 
zeln der Einheit zusammengesetzt sind, als Moduln oder Divisoren einzufüh- 
ren. Auch diese Untersuchungen kann man mit der Theorie besonderer el- 
liptischer Integrale in Verbindung setzen. Das Reciprocitätsgesetz für cu- 
bische Reste, welches ich in einer früheren Note (cfr. p.254 dieses Bandes) 
mitgetheilt habe, ist noch einfacher , wie das von Gaufs für die biquadrati- 
schen ßeste aufgestellte, und ergiebt sich ganz unmittelbar aus bekannten 
Formeln der Kreistheilung. 

Nachdem Gaufs in seiner zweiten Abhandlung über biquadratische 
Keste die Elemente der complexen Zahlen von der Form a-\-b\J^l abge- 
handelt, bleibt es übrig, unter den Methoden und Resultaten der Arithmetik 
diejenigen au«zumitteln , welche auch für diese complexen Zahlen ihre Gül- 
tigkeit haben. So zum Beispiel sieht man leicht, dafs die Lag ränge sehe 
Methode, die quadratischen Formen zu reduciren, auch auf solche Ausdrücke 

sich ausdehnen läfst, in welchen p, q, r, y, z complexe Zahlen der angege- 
benen Art bedeuten. Um die einfachste complexe Form zu nehmen, 

yy—\l~\ ez, 
kann man beweisen, dafs jede Zahl a'\-b\j — X, welche solche Form theilt, 
wiederum dieselbe Form haben müsse , und der Beweis ist vollkommen dem 
Beweise des bekannten Satzes analog, dafs jede Zahl, welche die Form 
yy^sz theilt, wiederum die Summe zweier Quadrate ist. Ist p = aa-\-hh 
eine Primzahl von der Form 8w-[-1, so beweist man aus den Elementen der 
Theorie dieser complexen Zahlen sogleich, dafs V— 1 quadratischer Rest von 
a-\-h\j — \ ist, oder, was dasselbe ist, dafsa + 6V — 1 Theiler derForm ^5> — V— 1 2« 
ist, also nach dem eben bemerkten Satze selbst diese Form hat. Zertheilt 
man diese Form in die beiden Factoren y -j-V*^ e und y — v'— 1 s und setzt 

y ^ y' -\- y" \j—\^ ^ ^ ^' ^ ," SJ'^l , ^ 

wo _y', y", z\ z" reelle ganze Zahlen bedeuten, so erhält man a^h's — l in 
zwei Factoren 
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zerfallt, das ist in zwei complexe Zahlen, welche aus den 8*™ Wurzeln der 
Einheit zusammengesetzt sind. Schreibt man a für die 8^ Wurzel der Ein- 
heit oder für v''^! und setzt 

so wird 



und, wenn man a^ für a setzt, 

a — b\!-—l — a — bo.^ = (p(a') to («''), 

Die Primzahl p ^ aa -\- bb von der Form 8« + 1 ist daher immer das Pro- 
duct der vier complexen Zahlen 

'P(«}¥(«*)9("^)?{^')- 

Man sieht leicht, dafs das Product 9(0)^(0^) die Form c-\-d\l—'i und das 
Product (p(a) (p((ii') die Form e -\- f \f2 erhält. Die drei Arten, auf welche 
man die vier Factoren in zwei Paare ordnen kann, geben daher die Darstel- 
lungen derselben Primzahl in den drei Formen o^+ft^, c^-\-2d^, e* — 2f\ 
welche hier aus einer gemeinschaftlichen Quelle abgeleitet sind, so dafs die 
sechs Zahlen a, b. c, d, e, f auf rationale Art durch vier andere Zahlen 
y\ y'\ z', z" ausgedrückt werden. Man kann diese Zerfallung der Primzahlen 
von der Form Sk-j-^ in vier complexe Factoren, welche aus achten Wurzeln 
der Einheit zusammengesetzt sind, auch durch die gewöhnlichen Methoden 
der Arithmetik ableiten. Ganz durch dieselben Methoden beweist man auch, 
dafs die Primzahlen von der Form 1 2 w -f- 1 sich in vier complexe Factoren 
zerfallen lassen, welche aus 12'*" Wurzeln der Einheit zusammengesetzt sind; 
die drei verschiedenen Arten, wie man diese vier Factoren zu zwei Paaren 
ordnen kann, geben die Darstellungen der Primzahl durch die drei Formen 
a^-)-6^ c^+3rf^, e^ — Zf^, Man kann für die Auffindung dieser Zerfällungen 
leichte Vorschriften angeben, nach welchen Hei-r Oberlehrer Zornow in 
Königsberg mir für die Primzahlen von der Form Sn + l und \1n-\-\ bis 
1000 diese Zerfällungen zu berechnen die Güte gehabt hat. 

Zu gleicher Zeit, als ich diese Betrachtungen anstellte, richtete ich 
meine Aufmerksamkeit auf gewisse Eigenschaften der complexen Zahlen, 
auf welche die Theorie der Kreistheilung führt. ' Ich habe in der erwähnten 
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Note bemerkt , dafs , wenn X ein Theiler von p — 1 ist , sich die Primzahl p, 
und in der Regel auf mehrere verschiedene Arten, als Product zweier com- 
plexen Zahlen darstellen läfst, welche aus >.'°" Wurzeln der Einheit zusam- 
mengesetzt sind. Es ereignet sich nun, und man kann dies durch die Theo- 
rie der Kreistheilung selbst beweisen, dafs man mehrere dieser complexen 
Zahlen mit einander multipliciren und das Product wieder durch andere com- 
plexe Zahlen derselben Art dividiren kann, so dafs der Quotient ebenfalls 
eine ganze complexe Zahl wird, ohne dafs man sieht, wie die complexen 
Zahlen des Nenners sich gegen die des Zählers fortheben. Eine genaue Be- 
trachtung dieses merkwürdigen Umstandes führte mich zu der Ueberzeugung, 
dafs diese complexen Factoren der Primzahl p im Allgemeinen selbst wieder 
zusammengesetzt sein müssen, so dafs, wenn man sie in die wahren comple- 
xen Primzahlen auflöst, die complexen Primzahlen, welche die Factoren des 
Nenners bilden, gegen die Primfactoren des Zählers sich einzeln aufheben 
lassen. Da ich auf ganz anderem Wege zu diesem Eesultate bereits für 
X := 8 und X ;= 12 gekommen war, so wagte ich den etwas mühsamen Ver- 
such mit X =; 5, und in der That gelang es mir für die Primzahlen von der 
Form 5«-|-l, mit welchen ich den Versuch anstellte, jeden ihrer beiden aus 
5*" Wurzeln der Einheit zusammengesetzten Fa(;toren noch einmal in zwei 
ganze Factoren derselben Art zu zerfallen ; worauf es dann nicht schwer war, 
einen allgemeinen Beweis für diese Zerfällbark eit zu finden. So lassen sich 
also die Primzahlen von der Form 5» + !, 8ä-|-1, \1n-\-\ als Producte von 
vier ganzen complexen Zahlen darstellen, welche respective aus 5*™, 8'™, 1 2'" 
Wurzeln der Einheit zusammengesetzt sind. Es erhellt übrigens, dafs für 
die Primzahlen von der Form 5 h -f- 1 durch eine andere paarweise Verbindung 
der vier Factoren ihre Darstellung in der Form a^ — 5J^ erhalten wird. 

Die neuen Factoren sind nothwendig Primzahlen. Ist nämlich f[a) 
einer derselben, wo a für die drei Arten Primzahlen respective eine primitive 
5'% 8"*, 12^ Wurzel der Einheit ist, so kann f[a) nicht als Prodnct zweier 
ganzen complexen Zahlen derselben Art ip(a) und ^{a) dargestellt werden, 
wenn nicht eine derselben so beschaffen ist, dafs das Product ihrer vier 
Werthe der Einheit gleich ist. Denn man sieht leicht, dafs das Product der 
vier Werthe von f[a), ip(a), <\^{a) eine reelle Zahl ist; und da das Product der 
vier Werthe von fla.) eine Primzahl ist, so können nicht die beiden anderen 
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Producte reelle Zahlen geben, welche beide zugleich von der Einheit ver- 
schieden sind, da ihr Prodact der Primzahl gleich wird. 

Zwischen diesen Primzahlen f [a] hat man in der Theorie der Reste 
der 5'*", 8**" und 1 2'" Potenzen die Eeciprocitätsgesetze aufzusuchen , und 
es würde vielleicht thunlich sein, dieselben durch blofse Induction zu finden, 
nachdem man ihre wahre Form kennt, wenn nicht solche Induction überaus 
beschwerlich wäre. Wenn man die Reciprocitatsgesetze auf zusammenge- 
setzte Zahlen ausdehnt, ganz ähnlich, wie ich es in der früher der Akademie 
mitgetheilten Note in Bezug auf die quadratischen, cubischen und biquadra- 
tischen Reste gethan habe, so können unmittelbar aus der Theorie der Kreis- 
theilung die einfachen Reciprocitatssätzc , in Bezug auf die Reste der 5**°, 
gt™ y^mj j2*™ Potenzen, für den besonderen Fall abgeleitet werden, wenn die 
eine Zahl reell ist. Ob es möglich sein wird, vermittelst neuer Kunstgriffe 
aus derselben Quelle die allgemeineren Sätze für je zwei complexe Zahlen 
abzuleiten, mufs späteren Untersuchungen zu entscheiden vorbehalten bleiben. 
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Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 21 p. 13 — 32. 



Das erste Beispiel einer nach aufsteigenden Potenzen fortschreitenden 
Reihe, in welcher die Exponenten eine arithmetische Progression zweiter 
Ordnung bilden, hat Euler in der Introductio in analysin inßnitorum gegeben. 
Er findet nämlich in dem Kapitel de partitione numerorum, T. I §.323, durch 
Induction, dafs die Entwickelung des unendlichen Productes 

(l^x)il-x'){l-x') . . . 

eine Reihe giebt, deren allgemeines Glied 

ist. Man hat also, da Zrn^ — m aus 3m^+m erhalten wird, wenn man —m 
statt -\-m setzt, 

Dies interessante Resultat, welches Euler siiäter in den Schriften der 
Petersburger Akademie höchst scharfsinnig bewiesen hat, ist eine unmittel- 
bare Folge der Entwickelungen , welche die Theorie der elliptischen Func- 
tionen darbietet. (Siehe Fundamenta nova tkeoriae funcHonum ellipÜcarum, §.66, 
Gleichung (6); Bd. 1 p. 237 dieser Ausgabe.) Die Theorie der elliptischen 
Functionen giebt aber nicht allein die Entwickelung des obigen unendlichen 
Productes, sondern sie giebt auch die Entwickelung des Cubus dieses Pro- 
VI. 36 
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ductes und zwar für denselben eine Reihe, in welcher die Exponenten eben- 
falls eine arithmetische Progression zweiter Ordnung, die Trigonalzahlen, bil- 
den, nämlich die Reihe 

i (-l)"(2« + l):r"^~. 

Es geht hieraus das merkwürdige und in der Analysis bis jetzt einzig da- 
stehende Resultat hervor 

|1 — X — x^ -{- x^ -{- x'' — --i = 1 — Bx-i- öx^ — 1 x^-j- ■ ■ ■ , 
oder 

(1) r S""(-ir*^ -= ±^i-lT{2n + r)x'"'^~. 

(Siehe Fundamenta novo theoriae functionam ellipticarum, §. 66, Gleichung (7) ; Bd. I 
p.237 dieser Ausgabe). Es ist mir wenigstens keine Reihe, in welcher die 
Exponenten der Potenzen eine arithmetische Progression 2'"' Ordnung bilden, 
bekannt , von welcher der Cubus oder eine andere Potenz wieder eine solche 
Reihe gäbe. Je merkwürdiger aber diese Formel sein dürfte, desto mehr, 
glaube ich, wird es der Mühe werth sein, zu zeigen, dafs sich dieselbe un- 
abhängig von jeder anderen Theorie auf ganz elementarem Wege beweisen 
läist. 

Nehmen wir in der Gleichung (1} von beiden Seiten die Logarithmen, 
differentiiren nach x und multipliciren mit 2 a;, so ergiebt sich 

3«'+"' "'+» 

^^{-'\)^{im ' + m) x ^ _ ^(~-l)"(2»+l)(w' + )t j3: ^ 

_ 2(-l)"'a; 2 ^{-l)"(2w + l):c ^ 

oder, wenn wir die Nenner fortschaffen und Alles auf eine Seite bringen, 

(2) 22(-ir+''{2»-Hl)|3(3».^-Hm}-(n^-h«)l^~^^"^^ = 0, 

in welcher Gleichung für n alle ganzen Zahlen von inclusive bis -|- co und 
für m alle ganzen Zahlen von — oo bis -foo zu setzen sind. Der Ausdruck 

3(3«i^.f M)-(n=-i-«) 
läfst sich in die beiden Factoren 
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zerlegen. Wir können ferner, da die Gleichung (2) für jeden Werth von a? 
bestehen soll, für x irgend eine Potenz von x setzen und auch die ganze 
Gleichung mit einer Potenz " von a; multipliciren. Wenn man auf diese 
Weise x** für x schreibt, so wird der Exponent von x im allgemeinen Gliede 

36)tt'+12»!-f 3(4w^+4h} =^ (6m+ 1)^+ 3(2« + 1)^—4; 
multipliciren wir nun noch mit a;j*, so geht die Gleichung (2) über in 

S2(-l)"'-'-''(2« + l)(3m — «)(3»M + K + l)a:'*™+'''+"^"+"' = 0. 
Setzen wir hierin 

(3) 6m4-l = », 2« + l = i, 



so dafs 



3m + » + l = -J^, 3m — w = 



wird, so erhalten wir 

(4) 2(-l) ^~h(a^~b')x-''+ ' = 0, 

welche Summation sich auf alle positiven und negativen Zahlen a der Form 
6m + 1 und auf alle positiven ungeraden Zahlen b bezieht. 

So wie wir jetzt die Gleichung (4) aus der Gleichung (1) abgeleitet 
haben, eben so erhält man (1) als Folge von (4), wenn man denselben Weg 
umgekehrt geht. Wir haben daher nur unser Augenmerk auf die Verifica- 
tion der Gleichung (4) zu richten, indem durch dieselbe zugleich die Glei- 
chung (1) bewiesen wird. 

Da die Gleichung (4) für jeden Werth von x bestehen soll, so müssen 
diejenigen Glieder, für welche a^ + 3fe^ denselben Werth erhält, für sich 
genommen verschwinden. Wir werden sehen, dafs dies in der Xhat geschieht, 
und zwar so, dafs immer zwei Glieder denselben Coefficienten mit entgegen- 
gesetztem Zeichen erhalten und daher einander aufheben. Da nämlich a 
und b ungerade sind, so giebt die Formel 



Hosted by 



Google 



284 ELEMENTARER BEWEIS EINER MERKWÜRDIGEN ANALYTISCHEN FORMEL, 

zwei neue Paare ganzzahliger Werthe a\ b', für welche a'^ -\- Zh'^ denselben 
Werth erhält wie a^ + 36'', und zwar 

a + 36 ,, a~b 

« =-^-' ^ =-2-- 

Da aber a und h' eben so gut negativ als positiv sein können, so hat man 
im Ganzen acht Paare von Werthen der Zahlen a' und b', welche in den 
beiden Formeln enthalten sind 

(B) a' = ± — ^— , h' = ± — |-, 

(6) « =±--^, i =±—2-- 

Aber damit diese Formeln auf ein neues Glied der Reihe (4) führen, müssen 
a' und b' denselben Bedingungen unterworfen sein , wie a und b ; es mufs 
nämlich a' durch 6 dividirt den Rest -|- 1 lassen, und b' ungerade und positiv 
sein. Es wird sich zeigen, dafs von den acht Paaren von Wertben, welche 
in (5) und (6) enthalten sind, nur ein einziges diesen Bedingungen zugleich 
genügt. 

In der That, da die Summe der beiden Zahlen ""!" - und "'■~" ■■ gleich 
a, und a ungerade ist, so mufs eine dieser Zahlen gerade, die andere unge- 
rade sein. Wir wollen die ungerade mit " ^ bezeichnen, so dafs e = -|-1, 
a + b , a — b a + h , a — h 



2 



wenn ■ ^ ■ ungerade, 
gerade ist, oder in Zeichen 

Hiemach mufs 



(-1) ^ . 



"'-'^ 



sein , damit die Bedingung , dafs b' eine ungerade Zahl sei , erfüllt werde. 
Zu diesem Werthe von b' gehört der Werth von a' = 
ben wir 

, a—3sb ,, . a + tb 

« =±—2—. » =±-2— 
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Von den vier Paaren von Werthen, die in diesen Formeln enthalten sind, kön- 
nen wir sogleich wieder zwei ausscheiden; denn da b' positiv sein soll, so 
müssen wir das ± -Zeichen vor ^-^-^ so bestimmen, dafs + ""^ — positiv 
wird. Man bestimme daher e' so gleich ± 1, dafs e' — ^ — positiv werde, so ist 
5' = e' -^—i-, also haben wir 

■ _ + « — 3£?) _ , a + sb 

Ueber die jetzt noch übrige Zweideutigkeit des Zeichens können wir leicht 
entscheiden; die Formel für a' zeigt nämlich, dafs, je nachdem das obere 
oder das untere Zeichen genommen wird, 2a'— a oder 2a'-)- o durch 3 theil- 
bar ist; aber da a' = 6m'-|-l sein soll und a von derselben Form ist, so 
kann nur 2a'-|-a durch 3 theilbar sein, während 2a' — a den Rest 1 läfst, es 
gilt also das untere Zeichen, und wir haben 

^ 2 

Dafs durch diese Formel a wirklich von der Form 6»i'-|- l wird, ist leicht 
zu zeigen; denn hierzu ist nur nöthig, dafs es sowohl bei der Division durch 
2, als bei der Division durch 3 den liest 1 läfst. Das Letztere haben wir 
so eben gezeigt; das Erstere geht daraus hervor, dafs zufolge der Formel 
für b' 

a' = — £'t' + 2£6 

ist, denn hiernach ist a mit h' zugleich ungerade. Wir haben demnach a 
und h' durch die Formeln 

,„, , a— 3eö ,, , a + eö 

(7) «' = 2—' »■ = ■—2— 

zu bestimmen, wo e = (—1) ^ und e' = +1 oder = ~1, je nachdem — - — 
positiv oder negativ ist; alsdann sind a und h' ein Paar von neuen Werthen, 
welche a und h in der Summe (4) annehmen können, und für welche der 
Exponent fl^-1-3 6^ seinen Werth unverändert beibehält. 

Lösen wir die Gleichungen (7) nach a und h auf, so ergiebt sich 

(B) « = -^^^51!^, ^-'^^, 
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welche Gleichungen genau von der Form der Gleichungen (7) sind, nur dafs 
e und s' ihre Eollen vertauscht haben. Dies Resultat ist sehr wichtig, denn 
es zeigt uns erstens, dafs s' ehenso von «' und h' abhängt, wie e von a und 
b. Da nämlich h ungerade ist, so folgt aus der Gleichung 

dafse' = +l, wenn — ^ — ungerade, also — - — - gerade ist, unddarse'=; — 1, 
wenn —^ — ungerade, also — „ — gerade ist. Es ist also 

Die Gleichungen (8) zeigen ferner, dafs dieselbe Operation, durch welche 
a' und h' aus a und b abgeleitet worden sind, von den Werthen a' und b' zu 
a und b geführt haben würde. Die beiden Werthepaare a, b und a', b' stehen 
also in einer reciproken Beziehung zu einander, und man würde durch Fort- 
setzung desselben Verfahrens nur wieder zu den früheren Werthen zurück- 
kehren. Die Gleichung (4) ist verificirt, sobald wir beweisen können, dafs 
die beiden Coefficienten von x"''^^"' = x'^"+^''", welche den Werthen a, b und 
«', b' entsprechen , einander aufheben. Dieser Beweis läfst sich aber ohne 
Schwierigkeit führen. Die Summe dieser beiden Coefficienten ist nämlich 

(-l)^6{a--6-) + (-I)'^6'(«'«-S"); 
aber durch Substitution der Werthe von «', b' aus (7) erhält man 

-2eab-\-2¥ =- —2tb(a — sb), 

und daher 

b'{a"' — b'^) = —ez'bia'—b"); 

folglich wird die Summe der beiden Coefficienten 

j(_l)V_,,.(_i)V} j(„._;,.). 
Nun ist 

£ = (-1)^, .' = (-1)^, 
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folglich 

(_i)V_,,'(_i)^ _ (_i)V_(_i,V _ 0. 

Die beiden betrachteten Glieder heben sich also in der That auf, und somit 
ist die Gleichung (4} verificirt. 

Es könnte der Fall eintreten, dafs a' = a und i' — 6; in diesem Falle 
mufs der Coefficient von x"''^^''', welcher in der Summe (4) aus den Werthen 
von a und b erhalten wird, sich selbst entgegengesetzt sein oder verschwinden. 
In der That ergiebt sich, wenn a' ^ a . aus der ersten der Gleichungen (7) 

3« = 3zb, 
also 

o = ± J, 

Da nun der Coefficient der Reihe (4) den Factor a^ — b'^ hat, so wird derselbe 
in diesem Fall gleich Null. 

Da sich die Formel (1) auf so elementarem Wege beweisen läfst, so ist 
es nicht ohne Interesse, die Sätze der Zahlentheorie, auf welche sie führt, 
näher anzugeben. Setzen wir in (1) wieder x^* für x und multipliciren auf 
beiden Seiten der Gleichung mit x', so erhalten wir 

(9) |2(-irrr'^"'+^»V = 2(-l)"(2« + l)^'*'''+^''. 

In dieser Gleichung bedeutet m alle ganzen positiven oder negativen Zahlen, 
während n nur die Werthe von positiven ganzen, Zahlen annimmt, in beiden 
Fällen die Null mit eingeschlossen. Setzt man (6ff(-)-l)^ = a^ und läfst a 
immer positiv sein, so wird a von der Form 6Ä+1, wenn m positiv ist, 
dagegen von der Form 6Ä — 1, wenn m negativ ist. Man kann daher die 
Gleichung (9) auch so schreiben 

(10) \l±x'"'Y =- -(-0 ~^" i>x^''\ 

wenn b alle ungeraden positiven , a alle positiven Zahlen von der Form 
6Ä+ 1 bedeutet, oder alle ungeraden positiven Zahlen, welche nicht durch 3 
theilbar sind. Das Vorzeichen von x"" in der ersten Summe ist positiv zu 
nehmen, wenn a die Form 124 + 1, und negativ, wenn a die Form 1 2 Ä + 5 hat. 

Da wir die Gleichung (9) oder (10) aus der Gleichung (1) dadurch ab- 
geleitet haben, dafs wir x^* statt x gesetzt und hierauf mit x^ multiplicirt 
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haben, so folgt von selbst, da die Exponenten in (9) ganze Zahlen sind, dafs 
in (10) der Exponent jedes Termes in der Entwickelung des Cubus von 



die rorm 24/:-f-3 haben mufs. In der That wird jeder Exponent in der 
Entwickelung des Cubus dieser Reihe die Summe dreier ungeraden Quadrate, 
von denen keines durch 3 aufgeht; und da jedes ungerade Quadrat die Form 
8^-|-l hat, so mufs die Summe dreier ungeraden Quadrate durch 8 dividirt 
den Rest 3 lassen. Es ist ferner jedes Quadrat, das nicht durch 3 aufgeht, 
von der Eorm 3Ä-|-1, und die Summe dreier Quadrate, von denen keines 
durch 3 aufgeht, mufs daher selbst durch 3 aufgehen. Die Summe dreier 
ungeraden Quadrate , von welchen keines durch 3 aufgeht , läfst daher durch 

8 dividirt den Rest 3 und geht durch 3 auf, oder hat die Eorm 24Ä-[-3. 
Umgekehrt kann man zeigen, dafs, wenn man irgend eine Zahl von der Form 
24/:+ 3 in drei Quadrate zerfällt, jedes der a Quadrate ungerade und nicht 
durch 3 theilbar, oder seine Wurzel von der Form 6ft± 1 sein mufs, wenn 
man nur für den Fall, dafs die Zahl durch 9 aufgeht, die Zerfällungen , in 
denen jedes Quadrat ebenfalls durch 9, oder seine Wurzel durch 3 theilbar 
ist, ausschliefst. Denn wenn man eine ungerade Zahl in drei Quadrate zer- 
fallt, so können entweder nur eines oder alle drei ungerade sein. Da ein 
ungerades Quadrat die Form ik-\-l hat, und die geraden Quadrate durch 
4 aufgehen, so mufs die Za,hl im ersten Falle die Form 4Ä-[-l haben; jede 
Zahl von der Form 4Ä-)-3 kann daher nur in drei ungerade Quadrate zer- 
fällt werden. Wenn man ferner eine durch 3 theilbare Zahl in drei Qua- 
drate zerfällt, so kann keines derselben durch 3 aufgehen, wenn nicht jedes 
durch 3 theilbar ist, Denn da ein Quadrat durch 3 dividirt entweder auf- 
geht, oder + 1 zum Rest läfst, so ist die Summe dreier Quadrate, je nachdem 
keines derselben, eines, zwei oder alle drei durch 3 theilbar sind, im ersten 
und letzten Falle durch 3 theilbar , im zweiten Falle läfst sie durch 3 dividirt 
den Rest +2, im dritten den Rest -|-1. Wenn man daher den Fall aus- 
schliefst, in weichem Jedes der drei Quadrate durch 3 und also auch durch 

9 theilbar ist, welcher nur eintreten kann, wenn die vorgelegte Zahl selbst 
durch 9 theilbar ist, so kann eine durch 3 theilbare Zahl nur in drei Qua- 
drate zerfällt werden, von denen keines durch 3 theilbar ist. Da nun eine 
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Zahl von der Form 24Ä + 3 sowohl die Form 4Ä-|-3 hat, als auch durch 3 
theilbar ist, so kann sie dem eben Bewiesenen zufolge nur in drei ungerade 
Quadrate zerfällt werden, von denen keines durch 3 aufgeht, wenn man für 
den Fall, dafs die Zahl durch 9 aufgeht, die Zerfällungen in solche drei 
Quadrate ausschließt, von denen jedes durch 3 theilbar ist. 
Wenn man nach den bekannten Kegeln die Eeihe 

in die 3'° Potenz erhebt und den Coefiicienten von x^ aufsucht, wo j) die 
Form 24Ä-|-3 hat, so giebt jede Zerfallung von p in drei Quadrate, von 
denen keines durch 3 theilbar ist, entweder die Zahl +6, wenn die drei 
Quadrate alle ungleich sind , oder die Zahl ± 3 , wenn zwei der Quadrate 
gleich sind, oder die Zahl ± 1, wenn die Quadrate alle drei einander gleich 
sind, als den der besonderen Zerfallung entsprechenden Theil des Totalcoeffi- 
cienten. Im ersten Falle ist das positive Zeichen zu nehmen, wenn die Wur- 
zel nur eines Quadrats oder die Wurzeln aller drei Quadrate die Form 
i2Ä ± 1 haben, dagegen das negative Zeichen, wenn keine Wurzel oder 
wenn zwei die Form 12Ä±1 haben. In den beiden anderen Fällen, wo 
p — aa-\-2a'a' oder p — Zaa, ist das positive oder negative Zeichen zu wäh- 
len, je nachdem a entweder die Form 12Ä±1 oder die Form 12Ä: ± 5 hat. 

Es sei C, der Coefficient von x^ in der Entwickelung des Cubus der 
vorgelegten Reihe, so dafs 

wo », wie wir gesehen haben, nur die Form 24Ä-|-3 haben kann. Nennt 
man nun, wenn p irgend eine Zahl von der Form 24ft-j-3 ist, 

A die Anzahl aller Zerfällungen von p in drei ungleiche, durch 3 nicht 
theilbare Quadrate, welche entweder sämmtlich AVurzeln von einer der 
beiden Formen i2k-\-i, 12k — 1 haben, oder von denen eines eine Wur- 
zel von einer der beiden Formen 12Ä-i-l, 12Ä — 1, die beiden anderen 
dagegen Wurzeln von einer der beiden Formen IsAr-j-ö, I2k — 5 haben; 
A' die Anzahl aller Zerfällungen von p in drei ungleiche, durch 3 nicht 
theilbare Quadrate , welche entweder sämmtiich Wurzeln von einer der 
beiden Formen 12k-^b , 12 k — 5 haben , oder von denen eines eine 
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Wurzel von einer der beiden Formen 1 2 A -j- 5 , 12k — 5 , die beiden 

anderen dagegen Wurzeln von einer der beiden Formen l2k-\-l, 12Ä — 1 

haben ; 
B die Anzahl aller ZerfaUungen von p in die Form aa-\-2a'a', in welcher 

a und a' durch 3 nicht aufgehen und von einander verschieden sind, 

und a eine der beiden Formen 12ft+l) 12A — 1 hat; 
B' die Anzahl aller Zerßülungen von p in die Form aa-^-ia'a, in welcher 

a und a' durch 3 nicht theilbar und von einander verschieden sind, und 

a eine der Formen i2k-\-5, i2k — 5 hat; 
so ist zufolge der früher gemachten Bemerkungen, wenn p nicht das Drei- 
fache eines durch 3 nicht theilbaren Quadrats ist, 

(7p = 6{A — A') + 3iI}—'B'). 

Wenn p das Dreifache eines durch 3 nicht theilbaren Quadrats ist, 
80 kommt zu dem Ausdrucke rechts noch -\~l oder — 1 hinzu, je nachdem 
die Wurzel dieses Quadrats eine der Formen l2k-\-i, 12k— i, oder eine 
der Formen 12Ä+5, 12^ — 5 hat. Aber die Gleichung (10) 

in welcher b jede positive ungerade Zahl bedeutet, zeigt, dafs, wenn p nicht 
das Dreifache eines ungeraden Quadrats ist, der Term x^ in der Entwicke- 
lung des Cubus der vorgelegten Reihe gar nicht vorkommt, oder dafs C^ = 
ist. Wir erhalten hieraus, wenn p nicht das Dreifache eines ungeraden Qua- 
drats ist, die Formel 

(11) 2Ä + B = 2Ä'-\-J}', 

welche eine merkwürdige Eigenschaft der Zahlen von der Form 24Ä + 3 in 
Bezug auf ihre Zerfällung in drei Quadrate ausdrückt. Diese Formel enthält 
nämlich folgendes 

Theorem I. 

„Man zerfalle eine Zahl p von der Form 24Ä-i-3, welche nicht das 
Dreifache eines Quadrats ist, auf alle möglichen Arten in drei Quadrate von 
der Form (6«i ± 1)^ und zähle diese Zerfällungen in der Weise, dafs man 
immer die Fälle , in welchen alle drei Quadrate von einander verschieden 
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sind, doppelt rechnet, so wird man für die Zerfällungen. in denen eine oder 
drei der Gröfsen tn gerade sind, eben dieselbe Zahl wie für die Zerfällungen 
erhalten, in denen eine oder drei der GröTsen nt ungerade sind." 

Einige Beispiele, welche diesen Satz erläutern können, giebt die folgende 
Tabelle, in welcher A, Ä, B, B' die oben angegebene Bedeutung haben, und 
daher immer 

lA + B = 2A'-{- B' 
sein mufs ; 

B = _B'= 1 
B = B'^l 
B=^B' = 1 

J5 = 2, B' = 0; 



))= 61— 1 + 2.25 


= 49 + 2.1, 


A = Ä' = 0, 


ß = 99 = 1 + 2.49 


= 49 + 2. 25, 


A=:A'=0, 


ji = 123= 121+2.1 


^ 25 + 2.49, 


A = Ä' = 0, 


y = 171 = 169 + 2.1 


= 121 + 2.25 






= 1+49 + 121, 


A — 0,A'=1 


y=196= 1 + 25+169 


= 25 + 49+121, 


A = A' = 1, 


j) = 219 = 169 + 2.25 


= 121 + 2.49 






= 1 + 49 + 169, 


A = 0, A' = \ 




u. s. w. 


u. s. w. 



B = 2, B' = 0; 



AVir wollen jetzt den Fall betrachten, wenn p das Dreifache eines 
Quadrats bb ist, für welchen die Gleichung (10) den Werth von C^ ergiebt 

Andererseits hat man, wenn b nicht durch 3 theilbar ist, 

Cp = &iÄ^Ä')-\-S{B — B') + l, 

wo das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 6 die 
Form 12&±1 oder die Form 12Ä'±5 hat. Wenn b darch 3 theilbar ist, 
bleibt die frühere Formel 

Cj, = &{A — A') + Z{B — B') 
unverändert. Denn die zu dem Werthe des Coefficienten hinzukommende 
Gröfse + 1 wurde aus den Guben der einzelnen Xerme der Reihe 

erhalten. Da aber die Guben dieser einzelnen Terme + a?3(6m+i)= y^g^. -i-^s(6m-i) 

37* 
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sind, so wird der Term x^ aus dem Cubus eines Terms der vorgelegten Reihe 
nur dann erhalten, wenn ^ das Dreifache eines nicht durch 3 theilbaren 
Quadrats ist. Wenn man die beiden für C^ angegebenen Ausdrücke mit 
einander vergleicht, so erhält man, wenn p das Dreifache eines ungeraden 
Quadrats ist, die Formel 

h + z 



(12) 



2{Ä~A')-^B-^B' ^ (-1) 



in welcher e eine der Gröfsen 0, +1, —1 bedeutet, und zwar diejenige 



dieser Gröfsen, für welche 



6 + E 



eine ganze Zahl wird. Man kann daher 



das Theorem I durch folgendes Theorem ergänzen ; 

Theorem II. 

„Wenn p das Dreifache eines ungeraden Quadrats p = ^bb ist, so sind 
die beiden Zahlen, welche im Theorem I einander gleich waren, dieses nicht 
mehr , sondern die erste ist gröfser als die zweite , wenn b von der Form 
4Ä+1 ist, und hinwiederum ist die zweite gröfser als die erste, wenn h von 
der Form 4Ä + 3 ist; der Ueberschufs der einen über die andere aber ist 
-fft, wenn b durch 3 aufgeht, oder, wenn b nicht durch 3 aufgeht, die dem 
f 6 nächst gleiche ganze Zahl." 

Zur Erläuterung dieses Theorems durch Beispiele kann die folgende 
Tabelle dienen, in welcher die Zahlen A, Ä, B, B' der Formel (12) genü- 
gen müssen : 





h 


3 


A 


A 


B 


B' 


3 = 3.1 


1 

















27 = 25 + 2 . 1 


3 


1 











l 


75 = 3.25 = 1 + 25 + 49 


5 


2 


1 











147 = 3.49 = 1 + 25 + 121 


7 


2 





1 








243 = 1 + 2 . 121 = 25 + 49 + 169 


9 


3 


1 





1 





u. s. w. l 


. s. w 













Ich will über die Zerlallungen von p in die Form aa-\-1a'a\ in wel- 
scher a nicht durch 3 theilbar ist, noch folgende Bemerkungen hinzufügen. 
Es sei 3' die höchste Potenz von 3, durch welche p theilbar ist, so dafs 
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-^ eine ganze, durch 3 nicht theilbare Zahl ist, welche ich mit 

bezeichnen will. Es sei 

p' = «« + 2«'«', 
so wird eine der beiden ganzen Zahlen a oder a durch 3 aufgehen; denn 
wenn weder a noch a' durch 3 aufgingen, würde sowohl aa als a'a' durch 
3 dividirt den Rest -\-1 lassen, und daher p' = aa-|- 2a'a' durch 3 theilbar 
sein , was gegen die Voraussetzung ist. Es sei 

wo ß und ß' wieder ganze Zahlen bedeuten, deren Werthe man leicht aus 
der bekannten Formel für die Potenz eines Binoms erhält, nämlich 



^ 1.2 ' 1.2.3.4 




^i(i-X){i-1) ^^i(i_l)(i--2)(i-3)(i-4) 
^ 1.2.3 "■" 1.2.3.4.5 




Wenn man in der vorstehenden Gleichung —\1~2 statt ^-2 schreibt, 


so 


erhält man 




{l-\j~Z)' - ß_ß'\/3^, 




und, wenn man die beiden Formeln mit einander multiplicirt , 




3'-:= ?ß+2ß'3'. 

Setzt man 





C.+.'V-aXli-P'V^) = i + V'J-2, 

WO a, a, b, b' wieder ganze Zahlen bedeuten, nämlich 

a = aß-2a'ß', h = ^ß +2a'ß', 

a' = a'ß + aß', V = a'ß-aß', 

und ändert in jeder der beiden Formeln das /eichen der Wurzelgrofse , 

erhält man auch 

{.-.■V^2)(p-[i-v'^2) - «-«'V^^, 
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und wenn man von diesen Formeln je zwei, welche durch Aenderung des 
Zeichens der Wurzelgröfse aus einander abgeleitet worden sind, mit einander 
multiplicirt , 

3'(aa + 2«'«') = S' p' = lh-\-2h'h', 
oder 

p = aa-\-2a'a' = bb-\'2])'b'. 

Man erhält so aus einer Zerfallung der Zahl p' in die Porm aa + 2a'a' zwei 
Zerfallungen der Zahl p in dieselbe Form; und diese beiden Zerfallungen sind 
immer von einander verschieden, ausgenommen wenn ^' ein Quadrat gleich oa 
ist, und man die beiden Zeriallungen von p aus der Zerfallung p' = aa, für 
welche a' = ist, ableitet. Für diesen Fall sieht man aus den für a, b, a. b' 
angegebenen Werthen leicht, da£s 



wird , und dafs daher aa-\-% a'a', bb-{-2b'b' dieselbe Zerfallung ist, Dafs 
aber nur für diesen Fall die beiden Zerfallungen dieselben sind, erhellt fol- 
gendermafsen. Es mufs hierzu entweder a = b oder a = — b sein, und die 
für a und b angegebenen Werthe zeigen, dafs dies nur geschehen kann, wenn 
entweder aß oder a'ß' verschwindet, d. h, eine der Zahlen a, a', ß, ß' gleich 
Null ist. Nun ist aber weder ß noch ß' gleich Null; es kann ferner nicht 
= sein, weil sonst p' = 2a'a' eine gerade Zahl wäre; es ist aber die Zahl 
»' ungerade, weil sie mit 3' multiplicirt die ungerade Zahl p ergiebt. Die 
beiden Zerfallungen können daher nur, wenn a' verschwindet, übereinkom- 
men, was zu beweisen war. 

Dafs keine der beiden Zahlen ß und ß' verschwindet, folgt unter An- 
derem auch daraus, dafs keine von beiden durch 3 aufgehen kann. Es sei 

also 

fg-2rg' = h, 

Wenn f und /", und eben so g und y', durch 3 dividirt denselben Rest lassen, 
so lassen die Zahlen f'g', fg\ f'g denselben Rest wie fg^ und es lassen 
daher beide Zahlen h und K durch 3 dividirt denselben Rest als — fg. Denn 
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die Zahl h läXst denselben Rest wie fg — 2fg = — -fg, und die Zahl H läfst 
denselben Rest wie fg -\-fg= 2 fg = ^fg — fg nnd also auch denselben Rest 
wie — fg. Es folgt hieraus, dafs, wenn 

(/^+/"V^)(ff + !7'V~^) == A + V\/"-2, 
und f und /", so wie g und g\ durch 3 dividirt denselben Rest lassen, und 
keine dieser Zahlen durch 3 theilbar ist, auch die beiden Zahlen k und h' 
durch 3 dividirt denselben Rest lassen und durch 3 nicht theilbar sind. 
Denn da die Zahlen h und K durch 3 dividirt denselben Rest wie — fg las- 
sen, so können sie nur durch 3 theilbar sein, wenn es eine der beiden Zah- 
len f und g ist, was der Voraussetzung zuwider ist. Wenn man zu den 
beiden Factoren nach und nach mehrere von derselben Form und denselben 
Eigenschaften hinzufügt, und jedesmal den eben gefundeneu Satz anwendet, 
so erhält man den allgemeineren Satz, dafs, wenn i Factoren 

gegeben sind, in deren jedem f-\-f'\—2 die beiden Gröfsen f und f ganze 
Zahlen bedeuten, welche durch 3 nicht theilbar sind, aber durch 3 dividirt 
denselben Rest lassen, das Product sämmtlicher Factoren, dem man wieder 
die Form 

geben kann, in welcher F und F' ganze Zahlen bedeuten, wieder dieselbe 
Eigenschaft hat, dafs weder F noch J^' durch 3 aufgeht, beide aber durch 
3 dividirt denselben Rest lassen. Es folgt ferner aus dem gefundenen Satze, 
dafs dieser Rest derselbe ist, wie der Rest, welchen die Zahl 

läfst. Sind alle Factoren einander gleich, so folgt aus dem Vorhergehenden, 
dafs, wenn f und /' durch 3 dividirt beide -|- 1 oder beide — 1 zum Rest 
lassen, und man die i*' Potenz des Ausdrucks /-|-/"V— 2 in die Form 
F + F'^^2 = {f~\-f'\J~2y 

bringt, die Zahlen F und F' beide denselben Rest lassen wie — ( — f)'. Ist 
daher die Potenz eine gerade, also i eine gerade Zahl, so werden F und F' 
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durch 3 dividirt immer den Rest — 1 lassen , ist dagegen ( ungerade , so 
wird F denselben Rest + 1 oder — I lassen wie f. In unserem Falle , in 
welchem 

(1 + y/— 2y _ ß + ß'\^2 

war, also f ^ f ^^ i, werden daher ß und ß' durch 3 dividirt beide den 
Rest +1 oder beide den Rest — 1 lassen, jp nachdem i ungerade oder ge- 
rade ist, und es kann niemals eine dieser Zahlen durch 3 aufgehen, noch 
weniger also verschwinden. 

Man kann diese Eigenschaften der Zahlen ß und ß' auch aus ihren oben 
angegebenen, aus dem binomischen Lehrsatz abgeleiteten Werthen folgern. In 
diesen Werthen finden sich nämlich die Binomial-Coefficienten von i mit den 
Potenzen von — 2 multiplicirt ; betrachtet man nur die Reste , welche diese 
Werthe durch 3 dividirt lassen, so kann man +1 statt — 2 setzen, woraus 
folgt, dafs ß und ß' durch 3 dividirt dieselben Reste lassen wie die Zahlen 

1 j_ ^(^-') . i(i-l)(i-2)(i-3) 
'^ 1 .2 ^ 1.2.3.4 

i(i-l)(i~^ i(^-I){^-2)(^-3)(i-4) 
"^ 1.2.3 "^ 1 .2.3.4.5 "■" 

Diese Zahlen sind aber gleich den beiden Ausdrücken 

i|{i + i)* + (i-iy| = 2'-', 
^{(i+iy-(i-i)'| =2'-\ 

so dafs ß und ß' durch 3 dividirt denselben Rest wie 2*'', oder, was das- 
selbe ist, wie (-—1)'"^^ lassen; was mit dem vorhin Gefundenen übereinstimmt. 
Die beiden Zerfällungen von p, welche wir aus einer Zerlallung von 
p' in die Form ao; + 2a'a' abgeleitet haben, nämlich 

gehören zu den Zerfällungen , welche hier betrachtet werden , indem keine 
der Zahlen a, a', b, h' durch 3 aufgeht. Dieses erhellt sogleich aus den oben 
für diese Zahlen gegebenen Werthen 

(t = a ß — 2a'ß', ö ^ a ß-|-2a'ß', 

a' ^ «'ß+«ß', 6'^a'ß-aß', 
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in welchen et und a zwei Zahlen bedeuten, von denen die t'ine durch 3 theil- 
bar ist, die andere aber nicht, ß und ß' dagegen zwei Zahlen, von denen 
keine durch 3 theilbar ist. Man kann aber aus der Form der Werthe von 
a und h noch folgende Schlüsse ziehen. 

Da a und h ungerade sind, wie aus der Gleichung 

p = aa -{- 2a'a' = hh -\- 2b'b' 

erhellt, in der p eine ungerade Zahl von der Form 24^ -|- 3 bedeutet, und a 
und b nicht durch 3 aufgehen, so sind sie in ddn vier Formen 12^ ± 1, 
12A: ± 5 enthalten. Es wird daher auch ihr Product ab eine dieser vier 
Formen haben und zwar eine der beiden Formen 1 2 Ä + 1, wenn a und b 
beide in den Formen 12Ä ± 1 oder beide in den Formen 12Ä ± 5 enthalten 
sind, dagegen wird ab die Form 12A + 5 haben, wenn die eine der beiden 
Zahlen a und b in den Formen 12Ä+ 1, die andere in den Formen 12Ä+ 5 
enthalten ist. Aus den für a und b angegebenen Werthcn 



Geht a' durch 3 auf, so ist aß eine ungerade, durch 3 nicht theilbare Zahl; 
denn o und ß sind immer ungerade, wie aus den Gleichungen 

3*-- pß + 2?'p', i>'- a«+2c«V/ 

erhellt, und wenn a' durch 3 theilbar ist, so ist a durch 3 nicht theilbar; 

die Zahlen ß und ß' sind aber niemals darch 3 theilbar. ils folgt hieraus, 

dals a^ß^ sowohl durch 4 als durch 3 dividirt, den Kest +1 lafst, also die 

Form 12^-1-1 hat. Die Zahl 4 a'^ß '^ ist ferner, wenn a' durch 3 theilbar 

ist. durch 12 theilbar. Es wird daher, wenn a' durch 3 theilbar ist, die 

Zahl 

ab = a^ß2_4„'aß'a 

die Form l2k-\-i haben. Wenn a durch 3 theilbar ist, so ist a' und daher 
auch a'ß' durch 3 nicht theilbar; es hat daher a'^ß'^ die Form ^k-\-l und 
4a'^ß'^ die Form 12Ar4-4. Es hat ferner ß^ die Form 12Ä+1, weil ß^ 
sowohl durch 4 als durch 3 dividirt, den Keet -|- 1 läfst; a ist eine durch 
3 theilbare ungerade Zahl und hat also eine der beiden Formen 11k -\-Z, 
VI. 38 
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12Ä -|- 9, sein Quadrat a^ hat daher immer die Form 12 k -\- 9; und da ß^ 
die Form 12 k -\-^ hat, so wird auch a^^^ die Form 12A'-)- 9 haben. Wenn 
also a durch 3 theilbar ist, so hat 4a'^ß'^ die Form 12Ä-|-4, ferner a^ß^ die 
Form l2k-\-9, und daher 

ab ^ a^ßs — 4a'äj3'* 

die Form 12Ä+ 5. Es wird daher ab die Form 12Ä+1 oder die Form 12Ä+ 5 
haben, je nachdem a oder a durch 3 aufgeht. Läfst man die Zeichen von 
a und b, welche durch die Zerfällung von p in die Formen aa -{- 2 a' a, 
bb -\- 2b' h' nicht bestimmt werden, willkürlich, so wird man doch immer 
sagen können, dafs ah eine der Formen \2k ± 1 oder eine der Formen 
12Ä + 5 hat, je nachdem a' oder a durch 3 aufgeht. Theiit man daher die 
Zeriallungen von p in die Form aa -\- 2 a a, in welcher a und a nicht 
durch 3 aufgehen , in zwei Classen , von denen die erste die Zerfalluugen 
umfafst, in denen o eine der beiden Formen 12Ä + 1 hat, und die zweite 
die Zerfällungen , in denen a eine der beiden Formen 12Ä ± 5 hat, so wer- 
den die beiden Zerfällungen von p, welche man auf die angegebene Art 
aus einer ZerialJung von p' in die Form aa -|- 2a'a' ableitet, zu derselben 
oder zu verschiedenen Classen gehören, je nachdem a' oder a durch 3 theil- 
bar ist, 

AVenn p'^ welches jede ungerade, durch 3 nicht theilbare Zahl be- 
deuten kann, auf mehrere Arten in die Form aa -\- 2a' a zerfällt werden 
kann, so wird doch in allen diesen Zerfällungen a, oder in allen a durch 
3 theilbar sein. Im ersten Falle hat nämlich p die Form ff -\- iSf'f, im 
zweiten Falle die Form 9^^ -|- %g' g'\ und da p' und also auch f und g' 
durch 3 nicht theilbar sind, also ff und 2g' g' durch 3 dividirt die Reste 
-|- 1 und -|- 2 lassen, so können die erste Form nur die Zahlen p von der 
Form 3^ -J- 1, die zweite Form nur die Zahlen p' von der Form 3Ä -|- 2 
haben. Je nachdem also f' die Form 3Ä -|- 1 oder %h -\- 2 hat, werden die 
beiden Zerfällungen von p = 3'/i', welche wir aus einer Zerfällung von p' 
abgeleitet haben, zu derselben oder zu verschiedenen Classen gehören. 

Es bleibt noch zu zeigen Ohrig, dafs jede ZerfKUung von p in die 
Form aa + 2a'a', in welcher a nicht durch 3 theilbar ist, wirklich aus einer 
Zerfällung von p' durch die angegebenen Formein abgeleitet werden ka.nn. 
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Man kann dieses so beweisen. Da p durch 3' theilbar und 

a^ßä — 4a'^P'' = a'(ß^+2^'^) — 2ß'na' + 2a'') = 3'a« — 2;>ß'jr 
ist, so mufs auch die Zahl 

durch 3* theilbar sein. Von den beiden Factoren aß + 2a'ß' und aß — 2o'ß' 
kann aber nur der eine durch 3 theilbar sein; denn wären sie beide durch 
3 theilbar, so wäre auch ihre Summe 2aß durch 3 theilbar, was unmöglich 
ist, weil weder a noch ß durch 3 theilbar ist. Da nun das Product der 
beiden Factoren durch 3' theilbar ist, der eine Factor aber durch 3 nicht 
theilbar ist, so mufs der andere Factor allein durch 3'' theilbar sein. Ks 
sei aß -)- 2a'ß' dieser Factor, was man immer annehmen kann, da über das 
Zeichen von o' nichts bestimmt worden ist, vielmehr dieses Zeichen, wenn 
man a unverändert läist, durch diese Bedingung erst bestimmt wird. Multi- 
piicirt man diesen Factor mit ß' und setzt für 2ß'ß' seinen Werth 3' — ß ß, 
so erhält man 

ß'(aß + 2a'ß') = _ß(a'ß-aß') + ^'a\ 

nnd aus dieser Gleichung folgt, weil oß -j- 2a'ß' durch 3"' theilbar, aber ß 
durch 3 nicht theilbar ist, dafs auch a'ß — aß' durch 3' theilbar ist. Es sei 



(» + a'V-2)(p-rV'-2) 



. « + «'\/-2, 



und dem eben Bewiesenen zufolge sind die Gröfsen a und a ganze Zahlen. 
Acndert man das Zeichen der Wurzelgröfse und multiplicirt die dadurch 
entstellende neue Gleichung mit der vorstehenden , so erhält man 



(i.n + 2a'a')(jig + 2p'y) 



. + 2. 



weiches die verlangte Zerfällung von p' ist. Von dieser Zerfällung aus ge- 
langt man wieder zu der gegebenen Zerfällung von p ^ aa-\- la'a' durch 
die Gleichung 

38* 
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(<, + a'V^)(ß+ß'V/=2) = « + «'v/"2. 
Man sieht also, dais man jede Zerfallung von p in die Form ao-(-2a'o', 
in welcher a nicht durch 3 theilbar ist, immer aus einer Zerlallung von 
—: p = p' auf die oben angegebene Art ableiten kann. Man wird also alle 
/eriallungen von ^, welche die verlangte Form haben, aus den /erfällungen 
von p' erhalten. 

Wir haben gesehen, dafs man aus jeder Zerfallung von p' zwei Zerfal- 
lungen von p erhält, welche zu derselben oder zu verschiedenen Classen ge- 
hören, je nachdem p die Form 3Ä + 1 oder 3Ä -|- 2 hat; ferner, dafs die so 
erhaltenen Zeriallungen von p alle hier betrachteten ergeben. Wir nannten 
aber oben B die Anzahl aller Zerfällungen von p von der ersten Classe und 
B' die aller Zerfällungen von p von der zweiten Classe; wobei jedoch, wenn 
p' = aa. die Zerfällung 

nicht mitgerechnet ist, welche nur stattfindet, wenn p das Dreifache eines 
Quadrats ist, da i ungerade sein mufs, wenn ^ = 3*aa die Form 24Ä + 3 
haben soll. Hat p' die Form 3Ä -1- 2, so enthalten die erste und zweite 
Classe gleich viel Zerfällungen, weil aus jeder Zerfällung von p' sich für 
jede der beiden Classen eine Zerfällung von p ergiebt. Man hat daher, 
wenn p' = -—.p die Form 3^+2 hat, 

B = B-, 
wodurch sich die Formel (11) auf 

(13) A = Ä' 

reducirt. Wenn p' die Form 3Ä-|-1 hat, werden B und B' gerade Zahlen 
sein, wenn nicht p das Dreifache eines Quadrats ist, weil sich aus jeder 
Zerfällung von ^' zwei Zerfällungen von p ergeben, die zu derselben Classe 
gehören. 

Man kann aus der oben gefundenen Formel 

in welcher m alle positiven und negativen Zahlen, b alle positiven ungcra- 
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den Zahlen bedeutet, nocli Folgerungen ganz anderer Art ziehen, die ich 
kurz andeuten will. Man sieht durch diese Formel, dafs man das Dreifache 
eines ungeraden Quadrats immer auf mehrere Arten in drei Quadrate von 
der Form (6Hi -j- 0^ zerfallen kann, so dafs, wenn N irgend eine ungerade 
Zahl ist, man immer der Gleichung 

3NN ^ (6m +1)^ + (6m' + l)'^ + (6m" + 1)' 

genügen kann, und /.war auf mehrere Arten, so dafs man, den Fall b = \ 
ausgenommen, nie allein die Zerfällung in drei gleiche Quadrate hat. Aus 
der vorstehenden Gleichung folgt 

SNN = (ßm + iy + 2(3m'+ 3m"-\-iy + 18(m' — m"y, 
und daher 

J\W= \2(?n + m'-\-m") +l|^ + 2(2m — w' — m")' + 6(m' — m")'. 

Eine ähnliche Formel wurde aus jeder Zcrfallnng von p ^ 2ik -\- ^ in die 
Form 

(6m + 1}^ + i&m- + 1)^ + (6m" + 1)' 

für -^p ^= Sk-\-l gefunden werden. Es sei 

2(m^-m'-\- m")-^l ^= n, 2m — m' — m" = n', m' — m" = n", 

so hat man 

NI^ ^ nn -1- 2«'»' + 6«"ji", 



Da man immer voraussetzen kann, dafs die Zahlen m, m\ m" nicht alle drei 
einander gleich sind, so wird man auch immer in der vorstehenden Gleichung 
annehnien können, dafs n und n" nicht alle beide verschwinden. Es wird 
also immer N :^ n sein. 

Von der Summe und der Differenz zweier ungeraden Zahlen ist die eine 
immer durch 4 theilbar, während die andere durch 4 dividirt den Rest 2 läfst. 
Ich will annehmen, dafs N — n durch 4 theilbar sei; wäre N -\- n durch 4 
theilbar, so hätte man im Folgenden nur — n statt n zu setzen. 

Man betrachte jetzt den besonderen Fall, wo N eine Primzahl ist, in 
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welchem " ■ und — -— und daher auch die Zahlen "~" und — |^ keinen 

gemeinschaftlichen Factor haben. Da beide Zahlen zu einander Primzahlen 

und Theiler einer Zahl von der Form n n \ %n" n" sind, so hat, nach sonst 

bekannten Sätzen der Arithmetik, iede dieser Zahlen und — -— dieselbe 

■' 4 2 

Form. Man kann daher setzen 

^ = " + 3n. 

^ = PP + 38ö, 
woraus für jede Primzahl N die Gleichung 

1^ = aa+2ßß + 37Y4-655 

folgt, in welcher a, ß, ■y, S ganze Zahlen sind. Zufolge der bekannten Ver- 
allgemeinerung eines Eulerschen Satzes pi'oduciren Zahlen von der Form 

wieder diese Form, wenn man sie mit einander multiplicirt. Die Form, in 
welche wir jede Primzahl N zerfällt haben, gehört aber offenbar dieser Form 
an. Da nun auch die Primzahl 2 dieselbe Form hat, und man jede Zahl 
als Product von Primzahlen betrachten kann, so kann man auch jeder Zahl 
die Form 

geben, in welcher a, ß, f, S ganze Zahlen sind. 

Ganz ähnliche Betrachtungen, wie ich in dieser Abhandlung angestellt 
habe, kann man an andere Formeln der Fundamenta anknüpfen. 
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BEWEIS DKS SATZES, DASS JEDE NICHT FÜNFECKIGE ZAHL 

EBEN SO OFT IN EINE GERADE ALS UNGERADE ANZAHL 

VERSCHIEDENER ZAHLEN ZERLEGT WERDEN KANN. 

Creile Journal für die reine und angewandte Matliematik, Bd. 32 p. 164—175, 



Wenn man eine ganze positive Zahl P auf alle mögliche Arten aus 
anderen von einander verschiedenen ganzen positiven Zahlen durch Addition 
zusammensetzt, so wird die Anzahl dieser Zusammensetzungen der Ooefficient 
von q^ in der Entwickelung des unendlichen Productes 

(l + 5)(I + «*)Cl + S')(l + 9') • ■ • 
Darf bei den Zusammensetzungen dieselbe Zahl wiederholt angewandt werden, 
so wird ihre Anzahl der Coefhcient von q'' in der Entwickelung des Bruches 

1 __ 

(l-2)(l-5^)(l-9')0 -2*)"-"- ■ ' 

wie man sogleich sieht , wenn man jeden Factor 



besonders entwickelt und die erhaltenen Keihcn mit einander multipiicirt. 
Die letztere Betrachtung veranlafste Euler, den Nenner dieses Bruches durch 
wirkliche Ausführung der Multiplication zu bilden , und er entdeckte , dafs 
in dem erhaltenen Producte nur solche Potenzen von q übrig bleiben, deren 
Exponenten die in der Formel ^(3n±*) enthaltenen, sogenannten fünfecki- 
gen, Zahlen sind; dafs sich ferner die Coefficienten dieser Potenzen immer 
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auf die Einheit reduciren, und zwar auf die positive, wenn i gerade, auf die 
negative, wenn i ungerade ist.. Man findet diese merkwürdige Induetion in 
dem 16*™ Kapitel des 1*™ Theiles seiner Introductio in analysin infinitoram, 
welches von der Theiluiig der Zahlen handelt und mit wenigen Abänderun- 
gen und Auslassungen aus einer Abhandlung gleichen Inhaltes entnommen 
ist, welche Euler im 3**° Bande der Neuen Petersburger Commentarien für die 
Jahre 1750 und 51 (S.155ff.) publicirt hat. Er hatte aber diese glückliche 
Bemerkung bereits im Jahre 17 40 gemacht, wie aus einem von Herrn Staats- 
rath von Fufs publicirten Briefe Daniel BernouUi's vom 28'°" Januar 
1741 erhellt*). Euler erlangte hierdurch für die Entwiukelungscoefficienten 
des obigen Bruches eine einfache Recursionsscale und , indem er das unend- 
liche Product und die ihr gleiche Reihe logarithmisch differentiirte , später 
auch eine ähnliche Kecursionsscale für die Factorensurame der auf einander 
folgenden natürlichen Zahlen. S. die Abhandlung Observatio de summis di~ 
visorum im 5**° Bande der Neuen Commentarien für die Jahre 1754 und 55, 
S. 59 — 74. Aber diese Anwendungen mufsten gegen den Umstand ganz un- 
bedeutend erscheinen, dafs hier zum ersten Male in der Analysis eine Ent- 
wickelung auftrat, in welcher die Exponenten eine arithmetische Heike zweiter 
Ordnung bilden. Einen einfachen Beweis des von ihm durch Induction ge- 
fundenen Resultates gab Euler bereits in dem zuletzt genannten Bande der 
Neuen Commentarien in einer Abhandlung Demonstratio theorematis circa ordi- 
nem in summis dieisorum oiservatum (S. 75 — 83). Derselbe Beweis wurde von 
ihm fünf und zwanzig Jahre später, wenige Jahre vor seinem Tode, in dem 
\^° Theile des 4**" Bandes der Acta der Petershurger Akademie für das Jahr 
17 80 in der Abhandlung Evolutio producti infiniti {\—x){\ — x^)[\—x^)[\—x^) . ., 

*) Correspondance Mafhimatigue et Pht/nque de quelques cdebtei, Geometres du IS^^'stede, TU 
JJ.467; „Das probhma de combinandis numtns daiam summam ^fictentibus ist tn tasibus parUeularibus 
gar leicht: einige Circumstanzeii machen, data man die regulam generalem nicht siehet, doch aber kann 
man die methodum gen(,raiem aDzeigcu. Den calculvm ^ou Ihrem Exempel de numero 50 tn 7 partes dt- 
videndo habe ich nicht gemacht, solches aber meinem \etter Nicolas Bernoalli gegiben, »elcher 
eben die Zahl gefunden, die Ew. herausgebracht. Das ander prohlema, trant,fo>mate 



(-i)('-i)(-;!>)- 



7 + -. - 



kommt auch leicht per induciionem heraus , wenn man viele factore$ von der proposita expressiiMe adu 
multipliciret." 
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in seriem simplicem etwas modificirt, so wie er auch in demselben Bande in 
der Abhandlung De mirahilibus proprietatlbus numerorum pentagonalium die An- 
wendung auf die rücklaufende Bildung der Factorensummen wiederholt hat. 
In den Philosopkical Transactions vom Jahre 1788 (S. 388—394) hat Eduard 
W a r i n g in der Abhandlung Some Properties of tke Sum of the Divisors of 
l^umhers diese letztere Arbeit Euler's wiedergegeben, ohne etwas hinzuzu- 
fügen und ohne den Euler sehen Beweis des Entwickelungsgesetzes des un- 
endlichen Productes mitzutheilen. Von diesem Beweise findet man nur in 
dem Wörterbuche des gelehrten Klögel unter dem Artikel Pentagonalzahlen 
Erwähnung gethan, bis ich im Jahre 1829 in meinen Fundamentis noms tkeo- 
riae functionum ellipticamm wieder auf denselben aufmerksam gemacht habe. 
Die dort bewiesenen Theoreme geben Entwickelungen unendlicher Producte 
in Keihen, in denen die Exponenten eine beliebige Reihe zweiter Ordnung 
bilden. Setzt man nämlich in den in den Fundamentis gegebenen Formeln 
q" statt q und z = ± q"\, so erhält man die Gleichungen 

(i-hg"-"}(l-Fg"+'")Ci-3'n(i + 2'""™)(i + 2'"+")(i-3*")... -!>'■+"''■, 

deren erste für m = -^, m ~ ^ die Eulersche Formel giebt. Gaufs hat im 
1'"° Bande der GStünger Commentarien für die Jahre 1808—11 in seiner Ab- 
handlung Summaüo quarumdam serierum singularium zuerst wieder nach Euler 
das Beispiel einer ähnlichen Entwickelung eines unendlichen Productes gege- 
ben, welches der zweiten der beiden vorstehenden allgemeinen Formeln für 
die Werthe m ^= ^, ii ^ ■^- entspricht. Ob er das Eulersche Resultat ge- 
kannt hat, läfst sich aus seiner Arbeit nicht ersehen. Legend re hat in 
der dritten Ausgabe seiner Theorie des Nombres , T. II S. 128, einen Beweis 
der Eulerschen Formel gegeben, der von dem Eulerschen Beweise ver- 
schieden ist. Da er bei dieser Gelegenheit nur der ersten Arbeiten Euler's 
über diesen Gegenstand in der Introductio und dem Bande III der Nävi Com- 
mentarii Erwähnung thut, wo das Resultat durch Induction gefunden wird, so 
scheint Legendre den Beweis, den später Euler selbst gegeben hat, nicht 
gekannt zu haben. 

Obgleich ich in den Fundamentis novis zwei einfache Beweise der all- 
VI. 39 
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«femeinen Poimeln mitgetJieilt habe, und insbesondere der zweite dieser Be- 
weise einen ganz elementaren Character hat, so scheint es mir doch nicht 
ohne Interesse, auf jenen schönen Eulersclien, den Mathematikern fast un- 
bekannt gebliebenen Beweis der speeiellen i'ormel zurückzukommen. Ich 
werde daher im Folgenden den Eul ersehen Beweis seinem wesentlichen Ge- 
dankengange nach reproduciren , den Resultaten aber dadurch eine gröfsere 
Allgemeinheit gehen, dafs ich die von Euler gebi-auchte Methode auf be- 
grenzte Prodacte anwende. Ich werde ferner hierbei der Eulerschen For- 
mel den eorrespondirenden Satz über die Theilung der Zahlen substituiren 
und diesen Satz selbst ohne Vermittelung von unendlichen Producten oder 
Reihen beweisen. 

Aus der Eulerschen Formel folgt nämlich der nachstehende Satz, von 
welchem sie selbst wieder eine unmittelbare Folge ist : 

Jede Zahl, welche nicht die Form ^(Sii ± *) hat, kann eben so oft in 
eine gerade als in eine ungerade Menge anderer von einander verschie- 
dener Zahlen zerlegt werden; Zahlen von der Form ^(3n' + i) aber kön- 
nen in eine gerade Menge einmal mehr oder weniger als in eine unge- 
rade zerlegt werden, und zwar das eine oder das andere, je nachdem * 
gerade oder ungerade ist. 
Diesen aus der Eulerschen Formel sich ergebenden Satz bemerkt auch Le- 
gendre am angeführten Orte. Es wird dadurch eine elementare Operation, 
das Abzählen, wie oft eine Zahl aus einer geraden oder ungeraden Menge 
anderer von einander verschiedener durch Addition zusammengesetzt werden 
kann, in eine Beziehung zu der Dreitheüung der elli{>tischen Integrale gesetzt, 
welcher die Euler sehe Formel in der Theorie der elliptischen Functionen 
entspricht. Ich wende mich jetzt zu dem Beweise selbst. 

Wenn man eine Gröfse P auf alle mögliche Arten aus anderen, welche 
unter sich und von NuU verschieden sind und aus der Zahl gegebener Ele- 
mente a, ^, fi ■ ■ ■ genommen werden sollen, durch Addition zusammensetzt, 
ohne dabei ein Element wiederholt anzuwenden, so will ich den Uberschufs 
der Anzahl derjenigen Zusammensetzungen, in welchen die Zahl der ange- 
wandten Elemente gerade ist, über die Anzahl derjenigen, in welchen diese 
Zahl ungerade ist, durch 

{P, «, 8, -f, . . .) 
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bezeichnen, wobei ich unter Überschufs sowohl eine positive als eine negative 
Gröfse verstehen werde. Wenn die gegebenen Elemente a, ß, -[,... alle 
positiv sind, so kann der Werth von P nicht kleiner als das kleinste der- 
selben lind nicht gröfser als die Summe aller sein, widrigenfalls die Gröfse 
(P. a, S. -f, . . .) verschwindet. Die Ordnung, in welcher die Elemente 
a. ä. •[. ... geschlichen werden, ist, wie man sieht, gleichgültig. 

Um den nachfolgenden Sätzen eine allgemeine Gültigkeit zu geben, 
will ich ferner festsetzen, dafs für P=() das Zeichen (P, a, ß, Yj ■ ■ ■) den 
angegebenen Überschufs noch um i vermehrt bedeute, und dafs die Gröfse 
(P, a, 3, Yr ■ ■ ■) verschwinde, sowie eines der Elemente a. p. . . . gleicli ^iuU wird. 

Wenn man den im Vorhergebenden bezeichneten Überschufs nur in Bezug 
auf diejenigen Zusammensetzungen von P betrachtet, in welchen das Element 
a nicht vorkommt, so wird dieser 'i'heil desselben (P, ß, f , . . .). Jeder Zu- 
sammensetzung ferner, in welcher a unter den Elementen vorkommt, ent- 
spricht eine andere von P^a aus den übrigen gegebenen Elementen. Aber 
da die Anzahl der Elemente , die bei der Zusammensetzung verwendet wer- 
den , um eines geringer geworden ist , ist zugleich aus einer geraden immer 
eine ungerade, aus einer ungeraden eine gerade Anzahl geworden. Es wird 
daher der andere Theil des Überschusses, welcher sich auf die Zusammen- 
setzungen von P bezieht, bei welchen das Element a concurrirt, durch 
— (P — a, fi, Yj - ■ ) ausgedrückt. Hieraus folgt die Formel 

(1) (P, «, (i, T, . . .) = {P, P. T )-(i'-«, h-l ), 

welche, wie man sich leicht überzeugt, unter den festgesetzten Bestimmungen 
auch auf diejenigen Eälle ausgedehnt werden kann, in welchen P oder P — a 
oder eines der Elemente a, ß, fi ■ ■ ■ verschwindet. 

Eür ein Element a wird in Folge der gegebenen Definitionen {P, a) =^ 0, 1 
oder — 1, je nachdem P von a und verschieden, gleich oder gleich a ist; 
es wird ferner {P, a) — 0, wenn P = a = 0. Wenn man daher mit 

[«] 

eine Grösse bezeichnet, welche gleich l~ist, wenn N verschwindet , und gleich ist, 
wenn N von verschieden ist, so wird in allen Fällen 

(2) (P,a)- [P]-[P-^]- 
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Auf den Formeln (l) und (2) beruht die ganze nachstehende Untersuchung. 
Ich betrachte das Aggregat 

(S., 0) + (S,, a, .,) + (6„ o, «,, a,) + -.. + (J,.^„ », a,, ...,«._,), 

in welchem die Elemente a, «i , , . . , o„_i eine beliebige arithmetische Reihe und 
die Zahlen b^, fc^ , . , . , b^_, , b^ eine arithmetische Reihe mit der Differenz — a 
bilden. Dieses Aggregat verwandelt sich mittelst (l) in folgendes; 

(i„ «)+ (S„a,) + (6„a„a,) + {S„o„o„ «,) + ■■■ + (»._„ a„o, a,_,) 

(3) - {»„«J - (K,»,,',) (».-,.«,.»..■■•.»->) 

-(».. «.,% «.-,)■ 

In diesem Ausdrucke reducire man je zwei unter einander stehende Terme 
mittelst der aus (l) folgenden Formel 

(P, a,, «,, ..., V.)-(P, «., a,, ..., «J = -(F-a^^, a„ a„ ..., «J. 
Wenn man 

setzt und die aus (2) sich ergebende Gleichung 

{\,a)^{\,a,) = [6J-K] 
zu Hülfe ruft, so erhält man hierdurch 

(^0' "■) "I" (^p •*' "i) "I" '''a' "' "i' "ä^ '^ ^ C'n.^l' "' "p ■ ■ ■' "« i) 

(4) -[M-K]~(^.'''p«2--->«.-i) 

Da 

«^^, — «^, = -<» — «H-2 + Vi = -''i- 

so bilden die Gröfsen c^, t,-j, c^^ ... eine arithmetische Reihe mit der con- 
stanten Differenz a^. Bestimmt man nach und nach die k — 1 Gröfsen 
di, et, . . ., z^ dui'ch die ähnlichen Gleichungen 

^i = Vi—**^!' ^- ^ ^i+i — ^'i^v f'i =- e_^i— Vi' ■ ■ •' ^. = Vi^Vi' 
so werden die Gröfsen d^, e^, f^, . . ., y^. s^ arithmetische Reihen bilden, welche 
respective die Gröfsen — a^, — «3, . . ., — «i_i, — «* zu ihrer constanten Diffe- 
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renz haben. Setzt man 

(b,,a) + (6p«, a,) + {\,a,a„a,) + . - . + {6_^, « , «^, a,, . . ., a^_,) = X„ 

(c„a,) + (c„«j,«,) + ic„a^,a,,a,) + - . - + (.^^^, a,, «,, «3, . . ., «_^) ^ ^^, 

id„ü,) + {d„a„a,) + {d„a,,a^,a^) + ■ . .^(ä^__^,a,,a^,u„ . . .,a^^,) = A^, 

(!/i_i»«i_i) + (!/*,«*_i'«i) + (^*+i'«t-i'^'Vi^'' HIj'^.*, «i_i, «i, ...,a„_,) = ^j, 

80 wird durch (4) das Aggregat A^ auf A2 zurückgeführt. Da aber die Ag- 
gregate J,i, A^, ..., At alle auf dieselbe Art gebildet sind, so kann man 
durch analoge Pormeln A^ auf A^, A^ auf A^ etc. zurückführen. Wenn man 
nämlich nach und nach c und d für b und c, d und e für c und rf u. s. f , 
ferner immer wi — 2 für m setzt und jedesmal alle Indices um 1 vergröfsert, 
so giebt die Formel (4) das folgende System Gleichungen : 

A^ + A^^ [b^] — [%] -( h^, «p «2, ..., «„.^,), 
^, + ^3 = [cj - K] -( c_,, a„ a„ ..., «_,), 
^S+^4 =^ W — [^^3 — ( ä^-2' «3- «4' ■■■' a«-8)> 



Wenn man in der 2'™, 4**" etc. Gleichung alle Zeichen ändert und dann 
sämmtliche Gleichungen addirt, so erhält man hieraus 

A, + (-lfA,= [*„]-[»,! + [■;,] + (- 1)' lx,_,] 

-W + W1-W + (-!)'[?._,] 

(6) 

— iK> "l> «2^ ■■■> ('..-l)-^i<^^-i< «0, %, ■■■, M„_2) 

Da im letzten Aggregate mit jedem folgenden Term sich die Zahl der Ele- 
mente um zwei verringert, so ist der gröfste Werth, welchen k annehmen 
kann, je nachdem m gerade oder ungerade ist, k = im oder k — ^(m-|-l). 
Für den ersten Werth von k reducirt sich der oben für A^ gegebene Aus- 
druck auf 
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oder auf 

^j. - [,»4.-,l-[^i,-,]-(!/4^i, "..); 
für den zweiten Werth von h wird derselbe 

Man erhält daher aus (5), wenn man dem Index k seinen gröfsten Werth giebt, 
{\, «) + (&,, a, «,) 4- {h_^, a, a„ «,) + - - + (&„_,,«, «., - . ., a_,) 

WO man den Ausdruck rechts bis 
oder bis 

(-1)' i^i(m+S), »il™-]), "l(m+l]) 

fortsetzen mufs, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Es wird ferner 

(7) A = [SJ-[g-[«,J + K] + [<J,]-h] , 

welchen Ausdruck man, je nachdem m gerade oder ungerade, bis 

oder bis 

(-1)*' 

fortzusetzen hat, in welchem letzteren Ausdruck das zweite Glied dadurch von 
dem aügemeinen Bildvngsgesetze abweicht, dass sein Index um 1 verringert ist. 
Da zufolge der oben gegebenen Definition [iV] ^^ 1 oder 0, je nachdem N ^= 
oder von verschieden ist, so wird A im Allgemeinen nur oder ± 1 werden. 
Die Gröfsen b^, c„_i, d^_2- ... in (6) bilden eine arithmetische Reihe 
zweiter Ordnung, deren erste Differenzenreihe 



ist. Die Gröfsen bo, Ci, d^, e^, . . ., y^_i und Cq, d^, e^, . . ., «^„i in (7) bil- 
den ebenfalls arithmetische Keihen zweiter Ordnung , deren erste Differenzen- 
reihen respective 
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-K+2»), -K+a«,) -(«.+2«.-.), 

-(2«, + »,), -(2aj + o,), ..., -(2o,_, + «,) 
sind , von denen man die erstere auch so darstellen kann : 

-(a + 2a,), -(«,+20,), -(«, + 20,),..., -{a„ + 2a„), 
WO immer k =^ i^m oder ^[m-^'["). Setzt man 

^ = «i + «, + »3 + --- + -*,■. 

so werden diese beiden Reihen zweiter Ordnung 
ft(i, 6^~2Sj, b^— s^ —^S^, l>,— S^ — SSg, ..., b^— s^_^ — 2Sj_j, 

\-- Sj, ?-, — 2ä,— Sg, 6j — äs^— S.J, ..., /ii — 2Sj_2— Sj_,, *, — 2Sj.^ — Sj. 

Die in diesen beiden Keihen enthaltenen Gröfsen machen alle aus, welche in 
den Ausdruck (7) von A eingehen, wenn man noch für den Fall eines un- 
geraden m zu dem letzten Xerme der zweiten Reihe a^ addirfc, wodurch er 
sich in 

verwandelt. We?in keine diener Grössen verschwindet, verschmndet A; wenn aber 
eine dieser GrSssen verschwindet, wird A abwechselnd -|-l und — 1; ist nämlich 
bi =^ ä,_i-|-2ä( oder b^ ^ 2ä,_i-j-ä;, so wird der Werth von A durch ( — 1)* bestimmt. 

In dem besonderen Falle, wenn zwei von den angegebenen Gröfsen ver- 
schwinden, hat man auf jede derselben die vorstehende Regel anzuwenden 
und erhält dann für A einen der drei Werthe 0, -|-2, — 2, 

Da man nach dem Vorhergehenden die Gröfse A als gegeben ansehen kann, 
so reducirt sich durch die Formel (6) das vorgelegte Aggregat auf ein anderes, 
das nur aus der halben Zahl von Termen besteht. Sind die Gröfsen a, a,, a^, . . . 
alle positiv, so bilden die Gröfsen b^, c',„_i, </™_25 . . . eine abnehmende Reihe, 
da alle Glieder ihrer ersten Differenzenreihe — a„, — «™_i. — «»,-a! • • ■ ne- 
gativ sind. In diesem Falle bietet daher die Formel (6) noch dadurch eine 
andere Reduction des vorgelegten Aggregates dar, dafs die kleineren Elemente, 
welche die gröfste Zahl der Zusammensetzungen hervorbringen, allmählich 
fortfallen und die durch Addition der gegebenen Elemente zu bildenden Zahlen 
selbst kleiner werden. Wenn man aber noch aufserdem die Zahl m so grofs 
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annimmt, dafs b^= h,^—ma kleiner als das kleinste der Elemente «i, Og, a^_i 

wird, in welchem Falle a fortiori auch die Gröfsen c,^i , d,^^ , . . . kleiner als 
diese Elemente werden, so verschwinden in (6) alle Terrae des Aggregates 
rechts vom Gleichheitszeichen, und der vorgelegte Ausdruck reducirt sich 
lediglich auf die Gröfse A. Nimmt man noch an, dafs die Elemente «, «j, «2, . . . 
eine wachsende ßeihe bilden, so hat man den folgenden Satz : 

Es seien h^ und a positive Gröfsen, ma ein die Gröfse &o übertreffendes 
Vielfaches von a; es sei b^^hi,b^, . . . eine abnehmende arithmetische 
Reihe mit der constantcn Differenz — a und a, a^, a^, . . . eine beliebige 
wachsende arithmetische Reihe ; ferner sei 

s. = a^J^ a^-\- a^-] \-a., 

so wird das Aggregat 

{6„,«) + (Ä,, «,«,) + (&,, tt,«^,a,)+...+(&_^,«,a„..,«_^) 
verschwinden, aufser wenn 6, einer der Gröfsen 
s^^+ 2s. oder 2s,._^, +s,. 

gleich wird, und in diesem Falle den Werth (—1)' erhalten. 
Da nach der gemachten Voraussetzung i^ <: (»i — l)a, s^^ ia ist, so kann 61 
nur die Werthe von solchen Gröfsen Si_i4-2*^, 2S(_i-]-^, annehmen, welche 
unter den oben angegebenen enthalten sind. Es gilt also der vorstehende Satz 
ohne eine Beschränkung für die Werthe von i. Man braucht ferner den einen 
nicht in der allgemeinen Form enthaltenen Werth Ss'.^^ji nicht in Betracht 
zu ziehen, da ihn &i nicht erreichen kann. 

Für a = verschwindet das vorgelegte Aggregat. Setzt man für die- 
sen Fall in der Formel (6) 

h^ = h^ = . . . = b^ = F, c„_, = Pj, d„_3 = P^, ... 

und Oi — i, was der Allgemeinheit keinen Eintrag thut, so bilden P, P^, P^, . . ■ 
eine arithmetische Reihe zweiter Ordnung, deren erste Differenzenreihe — m, 
— m-j-l, — m-\-%, . . . ist, so dafs allgemein 

(8) F^ = T-im + ii{%~\) = P-^i{2m-i + l) 

wird. Es wird ferner 
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»,-, = ä'('-i), », = ii(<' + i) 

und 

fij— 2s_|— s. = P-_^i(3;— 1), &j_s._, — 2s. = p_|i(3;+i). 

Die Formel (6) reducirt sich daher für diese besondere Annahme auf 

(9) (P, 1,2, ...,m-l) — (P,,2, 3, ...,m-2) + (P^,3, 4,...,m-3j = A, 

wo der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen, je nachdem m <^erade oder 
ungerade ist, his 



oder 
d.h. bis 
oder 



(-1)''""''{^-'.(_„,I(«-1),^("*+1)), 



fortzusetzen ist, itnd . wenn P eine der Zahlen ^{T^ii + i) bis -^m(Zm — 2) oder 
^{m — i){Zm — 1) ist, A = ( — 1 )% jcenn P den Werth \{mm — 1) annimmt, 
A == (— l)*'"'"'"'', und endlich, wenn P keine dieser Zahlen ist, A — wird. 

Wenn P £ m — 1, so werden P^, P^, - - . negativ, und es reducirt sich 
daher der erste Theil der Gleichung (9) auf seinen ersten Term. Da ferner 
die Zusammensetzungen von P = m — 1 aus den Zahlen 1,2,..., m~-\ alle 
möglichen Zusammensetzungen von Paus ganzen positiven Zahlen sind, so 
erhält man aus (9), wenn man P — m — 1 setzt, den zu beweisenden Satz: 

Der Ueberschufs der Anzahl der Zusammensetzungen einer Zahl P aus 
einer geraden Zahl über die Anzahl ihrer Zusammensetzungen aus einer 
ungeraden Zahl verschiedener ganzer positiver Zahlen ist, wenn P eine 
fünfeckige Zahl ^{Zii±i) ist, gleich ( — 1)* und verschwindet für alle 
übrigen Werthe von P. 

Es sind nämlich alle Werthe ^(3n±iJ, weiche P£ m — I annehmen kann, 
in den Werthen bis -^;3mm — 2m) oder \{m — \){fim — I) enthalten, und den 
besonderen "Werth f(»i — \){m-\-\) kann eine Zahl, welche ^m — 1 ist, nicht 
annehmen. 

So wie der vorstehende Satz der Eni ersehen Formel 
VI. 40 
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(10) (l_5)(l-J^)(l_g3J{l_g.J . _ _ _ |~-(_l,.^J(3,.+0 

entspricht, so entsprechen auch die anderen im Vorhergehenden gefundenen Sätze 
analytischen Formeln. Setzt man die constante Dift'erenz der Eeihe «, cij, ö^, . . . 
der Einheit gleich , ferner 

und 

SO entspricht der Satz (4) der Formel 

Dem Satze (6) entsprechen , je nachdem m gerade oder ungerade ist , die 
Formeln 



/■.,(^) = 


i+'f (-i)'s""' "«" '+ i;'{-i)'«' 


(12«) 


-•|"Vi)'«*"'"-'+"^-+'(i-ä'+'^: 


cw = 


i+'|"(_i)'«*""-"/'-+*'f(-. 


(12') 


_j_,__j[-|i(>"+l) f(».m-l)^^(S«.-!) 




-*'i:"(-i)'?*'*-'+^"*(i~ä'+'- 



Setzt man in (12») m = 2n, z =■ r". q = r~'. so verschwindet die zweite Ho- 
rizontalreihe, da jedes der unter dem Suraraenzeichen enthaltenen Producte 
den verschwindenden Factor l — q^'^s enthält. Die Formel (12^) verwandelt 
sich daher für diese Annahme in die folgende : 

(1-,-) + r~(l^r-) (1-.-"-') + r'"{l-r-) (I^r""') (l-r—) + ... 

+ ,-l" -» (1_,") (1— r-') . . . (l_r) 
(13) _ j^|.j__,j,,.J,s,-„s.-„^-'j_jj,^t,„,^„-„ 
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Dieselbe Formel erhält man auch aus [l^^], sowohl wenn man m = 2n — 1, 
als wenn man m =^ 2m -j- 1 setzt. 

Setzt man immer g ^ r". q = r~^, so bleibt, wenn nur n ^rn genommen 
wird, der Werth von f^[z) derselbe, wie in der vorstehenden Formel (13), 

(l_,.-) + r- (l-r")(l-r— ) + • ■ ■ + .■■'-■'(l-,-) (1— ■"-') . . . (1-r). 

Es mufs daher auch die rechte Seite in (12^) und (12**), wenn man darin s ;^ r", 
5 ^ r~' setzt, für alle Werthe von m, welche :> w sind, denselben Werth 
behalten. 

Für z ■< 1 und m = os erhält man aus (12) die Formel 

(l_^) + ^(l-^^)(l_g5)+^S(l_^)(l_5^)(I_gV)+--- m inf. 

(14) = l_j^i=_gV + 3'^5 + g'^« — gl^irä — g'ä^S-j in inf, 

- l + i(-l)*gäia..-0^3.--,_^|-^_jy^i(3,-.-+.-,/.; 

Setzt man in (12) zuerst z= 1 und dann m — co, so erhält man die Euler- 
sche Formel (10). 

Ich will bei dieser Gelegenheit die beiden F'ormeln beweisen, welche 
ich in meinen Fundamentis §66, (9) und (10), (cfr. Bd. 1 p. 237 dieser Aus- 
gabe) ohne Beweis mitgetheilt habe. 

Es sei 



T» = 



8(1-^') , g'( l-g' ) (l-8' ^') _ <i'(l-^') (l-gV)(l-g'^' ) , 
\-q' +" (l-a")(l-ä') (l-?')(l-s')(l-4') "^■" 

-L £ L - ü'(i-^') , ä'(i-^ ')(i-g'^') _ g"(i-^')( i- aV)(i-ä '''') , j 

^ iV 1-9' (l-9')(l-<i') " (l-s')(l'-9')(l-«') ^■■■) 

l 

j.„_|_j(»H)"i = ,»«(1 4,5»»^)^ 
kann man die Function 'i(z} noch auf folgende beide Arten darstellen: 

f W = ' T^F"^ ^ (i-rt(i-a') 

Cl-«')(l-9')(l-g') "^"■' 

40« 
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(l-«")(I-4')(l-9') ■*" ■' 

woraus 

■ ?(«) = {1+»)<P(3«) 
folgt. Diese Gleichung giebt 

y(0) (p(92) (p(g*^) ?C3'ä) 

= (l + ^)(l+S^)(l + S'«)(l + 9'')... 

Für 2=1 reducirt sich die vorgelegte Function '^{z) auf 2. Es wird daher, 
wenn man die vorstehende Gleichung durch 

dividirt, 

"^^^^ (l+5)(l + 3^) (l + g3) (1 + 2^) ... ■ 

Setzt man in diesem und dem oben für ^(2) angegebenen Ausdrucke ~s für 
2 und nimmt die halbe Summe und Differenz von ^(s) und '^( — 2), so erhält 
man die beiden in den Fundamentts gegebenen Formeln. Für z ^= — g giebt 
dieselbe Formel die Entwickelung 

(l~ä)(l-?')(l-?')(l-ili:^_ i„2, . 2,'-2o•4-2»"- 



(l+!)(l + ä")(l + S')(H-S')... 

= 1 ?_ _, </' «■ ^ 

1-q' ^ {\~q')(l~S'} (1-S')(1-?')(1-S') + 

Aus der von Euler in der Introductio {T. I Cap. XVI §. 313) gegebenen Formel 

1 



= 1 + 



{l-Se)(l-<('«)(l-9'«)... 'T 1-5 T^(l-3)(l-4") ' (l-s){l-?=)(l-s>)^ 



Hosted by 



Google 



GERADE UKD ÜNÖERADG ANZAHL VERSCHIEDENER ZAHLEN. 317 

würde man für dieselbe Gröfse den Ausdruck 

erhalten. 

Berlin, den 12. Mai 1846. 
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ÜBER DIE REDUCTION DER QUADRATISCHEN i'ORMEN AUE DIE 
KLEINSTE ANZAHL GLIEDER. 

(Auszug aus einer in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 9. November 1848 gelesenen Abhandlung.) 



Monatsbericht der Akademie der Wissenscliaften zu Berlin, November 1848 p. 414 — 417. 
Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 39 p. 290— 292. 



Die quadratischen Formen von einer beliebigen Anzahl Variabeln kön- 
nen durch lineare Substitutionen, deren Determinante + 1 ist, auf unendlich 
viele Arten in andere äquivalente verwandelt werden. Man kann die Coeffi.- 
cienten, welche die Substitutionen enthalten, zur ReducUon der Form benutzen. 
Im Allgemeinen pflegt man bei Reduction der Functionen vor Allem bemüht 
zu sein , die Argumente, von welchen die Functionen abhängen, auf die 
möglich kleinste Anzahl zu bringen und dieselben dann in möglichst enge 
Grenzen einzuschliefsen. Bei der Reduction der quadratischen Formen hat 
man nur den letzteren Gesichtspunkt verfolgt und unter allen Formen, welche 
einer gegebenen äquivalent sind, diejenige als die reducirte Form betrachtet, 
deren Coefficienten in solchen Grenzen eingeschlossen sind, dafs keine andere 
äquivalente Form denselben Grenzbedingungen genügen kann. Es ist gleich- 
wohl auch hier von Interesse, nach der kleinsten Anzahl Glieder zu fragen, 
auf weiche jede quadratische Form von einer gegebenen Anzahl Variabeln 
gebracht werden kann. 

Es ist einleuchtend, dafs bei den quadratischen Formen von zwei Va- 
riabeln , oder den binären quadratischen Formen , keine derartige Reduction 
möglich ist, oder im Allgemeinen keines ihrer drei Glieder wird zum Ver- 
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ÜBEB DIE RBDüCTIOM DEB QUADRATISCHEN FOEMKN ETC. 319 

schwinden gebracht werden können. Die quadratischen Formen von mehr als 
zwei Variabein dagegen können ivimer auf eine kleinere Anzahl Glieder gebracht 
werden. Während die Anzahl der Glieder der vollständigen quadratischen For- 
men mit der Zahl der Variabein wie die dreieckigen Zahlen 1, 3, 6, 10, 15 
etc. wächst, wird diese Anzahl bei den auf die kleinste Anzahl der Glieder 
reducirten quadratischen Formen wie die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7, 9 etc. 
wachsen; so dals man bei quadratischen Formen von 3, 4, 5 etc. Variabein 
resp. 1, 3, 6 etc. Coefficienten zum Verschwinden bringen kann. 

Man kann nämlich für jede gegebene quadratische Form von n Variar- 
beln eine äquivalente Form finden, welche aufser den Quadraten derselben 
nur noch n — 1 Producte enthält, und zwar diejenigen, welche bei einer an- 
genommenen Reihenfolge der Variabein durch Multiplication jeder Variabein 
in die nächst folgende erhalten werden. Man wird also jede quadratische 
Form von n Variabein auf eine andere äquivalente der folgenden Art : 

aww-^- ttj-ww^ -\~ a^w^w^-\~ a^ w^ w^ -\- a^ w^ w^ 

+ HjW^Wj + flg Wg MIg -|- ■ ■ ■ -f- "a„_3M'„_2W„_i + SH-a^n-l*"«-! 

reduciren können. 

Das Mittel zur Bewerkstelligung solcher Keduction der quadratischen 
Formen von mehr als zwei Variabein besteht darin, dafs man für gegebene 
lineare Ausdrücke 

a,*i + «2^3H h^-^,, 

in welchen a^, a.^. . . ., a^ ganze Zahlen sind, einen einzigen Term f.u ein- 
führt, in welchem / den gemeinschaftlichen Theiler von a^, a^, . . ., a^ be- 
deutet , oder dafs man für iTj , ^2^ ■ ■ ■ 5 ^i ^^^ anderes äquivalentes System 
Gröfsen von der Beschaffenheit einführt, dafs, wenn u eine derselben und / 
der gröfste gemeinschaftliche Xheiler von a^, a^, . . . , a,. ist , die Gleichung 

a^x^-\-a,^x^-\-■ ■ ■ -j- i^-X. i= f.u 
erhalten wird. 

Man nennt hierbei zwei Systeme Gröfsen äquivalent, welche auf solche 
Art von einander abhängen , dafs , wenn für die Gröfsen eines der beiden 
Systeme beliebige ganze Zahlen gesetzt werden , immer auch die Gröfsen des 
anderen Systems ganze Zahlen werden. Wenn zwei Systeme Gröfsen in 
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diesem Sinne äquivalent sein sollen, müssen die Gröfsen des einen Systems 
lineare Functionen der des anderen sein; es müssen ferner die Coefficienten die- 
ser Functionen ganze Zahlen und ihre Determinante gleich 1 sein. Es werden 
dann auch umgekehrt immer die Gröfsen des anderen Systems lineare Func- 
tionen der des ersteren, deren Coefficienten ganze Zahlen sind, und die Deter- 
minante dieser Coefficienten wird wieder gleich 1 werden. Man sieht leicht die 
Möglichkeit ein , für a?i , x^, . . . , x^ äquivalente Systeme von der verlangten 
Beschaffenheit zu finden, und ich werde hierfür bei einer anderen Gelegen- 
heit mehrere Methoden angeben*). 

Nach diesen Bemerkungen ist es sehr leicht, eine gegebene quadrati- 
sche Form in eine andere äquivalente von der angegebenen Beschaffenheit 
zu reduciren. 

Es sei nämlich V eine quadratische Form von n Variabein x^, x^, • ■ ■-, x^ 
und darin das Aggregat der in x„ multiplicirten Glieder 

Für x-i, a?a, . . ., Xn_-i führe man ein äquivalentes System Gröfsen x't, x'^, . . ., x^_i 
von der Beschaffenheit ein, dafs 

Oj a^j -j- «a ^B + ■ ■ ■ ^" "»-1 ^n-i ^^ A ■ K-i < 

wo /i den gemeinschaftlichen Theiler von «,, «a, . . ., a„_f bedeutet. Man 
erhält dann 

wo Fl eine quadratische Form der n — 1 Gröfsen x\^ x'^, . . ., x'^_^ ist. Es 
sei in F, das Aggregat der in :c^_i multiplicirten Glieder 



*) Si-liwienger ist die Autgate wenn man die Coefficienteii der gesuchten AQ'idr i ke gewissen 
Grenzbedm^ungen unterwirft wekl e die Aufgabe zu einer wei iger unbestimmten maclieti Die liierzu 
erforderlichen Algorithmen welche n,b seit langerei Zeit zum Gegenstände mLiner UnteisuLhungen gemacht 
habe sind von der grofsten Wichtigkeit für die Arithmetik «o wie lur die Aniljsis überhaupt 'V^ endet 
man sie auf die Auflosung der Gleichungen \on h herem ils dem zwe trn Crade an so werden diese Algonth 
men periodisch und geben die entsprechenden complexen Zahlen deren Norm der Einheit gleich ist auf 
ähnliche Art wie diei bei der Anwendung der Algorithmen der Kettenbruclie auf die Auflösung der qua 
dratiBcben Gleichun.en der Fall ist 
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Für x'i, x^, . . .. x'„_^i führe man ein äquivalentes System Gröl'sen x'i, x'^. . . ., .r^'_a 
von der Beschaffenheit ein, dafs 

wo /a den gröfsten gemeinschaftlichen Theiler von a[, dg. .... a'„^2 bedeutet. 
Man erhält dann 

wo Fg eine quadratische Form der n — 2 Gröfsen x". x'^- - - -, ir^'_2 ist. Fährt 
man auf diese Weise fort, so erhält man zuletzt 

V=a^xl^ <_, <!., + <'^,<'i, + ■ ■ ■ + «<"-" ^1-^' ^ 
+ f, «„ a^^^i + /a a:;_, a;;_2 + ^ xl_^ ^^g H 

welches eine Form der Variabein 

*ni ^«-1' ^K— 2' ■■■' ^a""^'' 3:J"~^' 
von der verlangten reducirten Art ist. 
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ÜBER DIE ZUSAMMENSETZUNG DER ZAHLEN AUS GANZEN PO- 
SITIVEN GUBEN; NEBST EINER TABELLE FÜR DIE KLEINSTE 
GUBEN ANZAHL, AUS WELCHER JEDE ZAHL BIS 12000 ZUSAMMEN- 
GESETZT WERDEN KANN. 



Grelle Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 42 p.41- 



lu den Meditutiones Algebraicae von Eduard AVaring (S. 349 der 
3^" Ausgabe, Cambridge 1782) wird der Satz ausgesprochen, dass zur Zusam- 
mensetzung der Zahkn aus (ganzen positiven) Cuben deren nie mehr als 9 , zur 
Zusammensetzung der Zahlen aus (ganzen) Biquadraten deren nie mehr als 19 
erfordert werden. 

Der Satz, dafs jede ganze Zahl die Summe von 9 odpr weniger ganzen 
positiven Cuben ist, wird durch eine im 14'*° Bande des Cr eil eschen Jour- 
nals mitgetheilte Tabelle bestätigt, welche für jede Zahl bis 3000 die kleinste 
Anzahl von ganzen positiven Cuben angiebt, aus welchen sie durch Addition 
zusammengesetzt werden kann. Diese Tabelle ergab zugleich den merkwür- 
digen Umstand, dafs die Zahlen, zu deren Zusammensetzung 9 oder 8 Cuben 
erfordert werden, sehr bald aufhören, und dafs die Zahlen, zu deren Zusam- 
mensetzung 7 Cuben gebraucht werden, gegen das Ende der Tabelle so spär- 
lich vorkommen , dafs es wahrscheinlich wurde , auch sie würden über eine 
gewisse Grenze nicht hinausreichen, oder dafs alle Zahlen, welche diese Grenze 
übersteigen, aus 6 oder weniger ganzen positiven Cuben zusammengesetzt 
werden können. Ja selbst diejenigen Zahlen, zu deren Zusammensetzung man 
6 Cuben braucht, kommen bereits gegen das Ende dieseri Tabelle weniger 
häufig vor. Sollten auch diese Zahlen einmal gänzlich aufhören, so würde 
der Satz gelten, dass ade Zahlen, welche eine gewisse Grenze übersteigen, die 
Summen von 5 oder weniger ganzen positiven Cuben sind. 
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Die Anwesenheit des durch seine bewundernswürdige P'ertigkeit und Sicher- 
heit berühmten Rechners Dahse veranlafste mich vor einigen Jahren, den- 
selben aufzufordern, eine ähnliche Tabelle, wie die erwähnte, in gröfserem 
Umfange, für alle Zahlen bis 12000, zu berechnen, wobei sich denn mehrere 
Fehler der früheren Tabelle ergaben. So wurde gefunden , dafs nicht blofs 
die eine Zahl 23, sondern auch noch eine zweite 239 zu ihrer Zusammen- 
setzung 9 Cuben erfordert. Es waren ferner unter den 15 Zahlen, die nach 
Herrn Dahse's Rechnung aus acht und keiner kleineren Anzahl Cuben zu- 
sammengesetzt werden können, nämlich 

15 22 50 114 167 175 186 212 
231 238 303 364 420 428 454, 
die beiden Zahlen 23t und 303 nicht als solche aufgeführt, und dagegen die 
Zahl 239 irrthümlich darunter angegeben worden. 

Die Zahlen, zu deren Zusammensetzung hieben Cuben erfordert werden, 
sind die folgenden : 



7 14 21 


42 47 


49 


61 


77 85 


87 


103 


106 111 


112 


113 


122 


140 


148 159 


166 


174 


178 


185 


204 : 


211 223 


229 


230 


237 


276 


292 295 


300 


302 


311 


327 


329 : 


337 340 


356 


363 


390 


393 


401 412 


419 


427 


438 


446 


453 . 


465 491 


510 


518 


553 


616 


634 635 


644 


670 


671 


679 


735 


787 806 


833 


850 


852 


894 


913 950 


958 


976 


1021 


1122 


1148 


1174 


1175 


1210 


1236 


1239 


1300 


1337 


1462 


1453 


1454 


1489 


1580 


1634 


1671 


1679 


1697 


1912 


1938 


1957 


1965 


2039 


2110 


2166' 


2183 


2299 


2426 


2660 


3020 


3172 


3452 


3659 


3685 


3964 


4306 


4369 


4388 


4703 


4775 


4882 


4982 


5279 


5305 


5306 


5818 


8042. 







Die Anzahl dieser Zahlen bis 3000 beträgt 103, von welchen in der 
früheren Tafel 29 fehlen, während bei 4 Zahlen irrthümlich die,Cubenanzahl 
7 angegeben ist. Man sieht daher, dafs auch in Bezug auf das früher be- 
rechnete Intervall von 1 bis 3000 die von Herrn Dahse berechnete Tafel 

als ganz neu zu betrachten ist. 

In der früheren Tafel waren unter den im Vorstehender! angegebenen 
Zahlen die drei Zahlen 2299, 2426, 2660 ausgelassen, und deshalb in einem 
Intervall von über 800 Zahlen keine mehr gefunden worden, deren Zusam- 
mensetzung 7 Cuben erforderte; man hielt es daher für wahrscheinlich, dafs 
2183 die letzte von diesen Zahlen sei. Aber man sieht, dafs es es nach der- 

41* 
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selben noch 21 Zahlen giebt, die aus nicht weniger als 7 Cuben zusammen- 
gesetzt werden können. Nach der Zahl 5818 findet sich erst nach einem 
Intervall von über 2000 Zahlen eine solche Zahl (8042) wieder, und nach 
dieser ist, in einem Intervall von fast 4000 Zahlen, keine weiter gefunden 
worden, so dafs es sehr wahrscheinlich ist, dass alle Zahlen, welche die Zahl 
8042 an Gr&sse übertreten, die Summe non 6 oder weniger Cuben sind. 

Um am leichtesten übersehen zu können, wie sich die Zahlen, zu deren 
Zusammensetzung 2, 3, 4 etc. Cuben erfordert werden, vertheilen, habe ich 
ihre Anzahl für jedes Intervall zwischen 2 auf einander folgenden Guben von 
1 bis 22* in der folgenden Tabelle angegeben. 



Tabelle für die Anzahl der zwischen je zwei auf einander folgenden 
Cuben von 1 bis 22^ enthaltenen Zahlen, welche in 2, 3, 4, . . ., 9 und in 





nicht weniger 


Cuben 


zerl 


egt wer 


den It 


bnnen. 






3 


3 


4 


5 


» 


J S 9 


1 . . 


8 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


8 . . 


27 


2 


3 


3 


3 


2 


2 2 1 


27 . . 


64 


3 


5 


7 


8 


8 


4 1 


64 . . 


. 125 


3 


7 


11 


14 


15 


9 1 


125 . . 


. 216 


5 


12 


21 


24 


15 


9 4 


216 . . 


. 343 


6 


14 


24 


33 


31 


14 3 1 


343 . . 


. 512 


6 


22 


42 


48 


32 


14 4 


512 . . 


. 729 


8 


26 


59 


70 


44 


9 


729 . . 


. 1000 


7 


32 


74 


92 


54 


11 


1000 . . 


. 1331 


9 


39 


96 


115 


62 


9 


1331 . . 


. 1728 


10 


44 


112 


142 


78 


10 


1728 . . 


. 2197 


10 


52 


132 


175 


91 


8 


2197 . . 


. 2744 


13 


61 


175 


204 


90 


3 


2744 . . 


. 3376 


11 


73 


215 


238 


91 


2 


3375 . . 


. 4096 


14 


81 


231 


280 


110 


4 


4096 . . 


. 4913 


13 


85 


280 


323 


109 


6 


4913 . . 


. 5832 


16 


98 


316 


371 


112 


5 


5832 . . 


. 6859 


17 


117 


371 


416 


105 





6859 . . 


. 8000 


15 


121 


417 


474 


113 





8000 . . 


. 9261 


19 


144 


479 


517 


100 


1 


9261 . . 


. 10648 


18 


152 


538 


562 


116 









206 


1189 


3604 


4110 


1379 


121 15 2 
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Nach der früher für die Argumente von 1 bis 3000 berechneten Tabelle 
befanden sich von den Zahlen, deren Zusammensetzung sechs Guben fordert, 
in dem Intervalle 12^ bis 13* noch 75, dagegen zwischen 13' und 14' nur 
noch 64, während in der That nach der obigen Tabelle davon in dem ersten 
Intervalle 91, in dem zweiten 90 vorhanden sind; was eine viel geringere 
Abnahme dieser Zahlen ergiebt. Die Anzahl dieser Zahlen in den Intervallen 
zwischen je zwei auf einander folgenden Guben von 12' bis 22^ beträgt, wie 
man aus der obigen Tabelle sieht, 

91 90 91 110 109 112 105 113 100 116 
und fahrt daher im Ganzen nocli immer zu wachsen ^fort. Man wird aber, 
mit nur zwei Ausnahmen, lauter abnehmende Werthc erhalten, wenn man 
die vorstehenden Zahlen durch die Anzahl aller in den entsprechenden Inter- 
vallen befindlichen Zahlen dividirt, was die folgenden Brüche giebt : 

1111 1 



^112- ^W l^'n? l^W 11-m 

Es ist daher wohl kein Zweifel, dafs die Zahlen, zn deren Zusammensetzung 
sechs Guben erforderlich sind , immer seltener werden ; doch mögen sie erst 
sehr spät gänzlich aufhören. 

Aus der obigen Tabelle ersieht man auch , dafs die Anzahl der Zahlen, 
zu deren Zusammensetzung drei Guben hinreichen , für das Intervall von 
1 bis 6000 kleiner ist, als die Anzahl der Zahlen, zu deren Zusammen- 
setzung sechs Guben erforderlich sind, während in der zweiten Hälfte der 
Tafel beständig das Gegentheil stattfindet. 

Die Anzahl der Zahlen, zn deren Zusammensetzung fünf Guben erfor- 
derlich sind, übertrifft beständig die Anzahl der Zahlen, zu deren Zusammen- 
setzung nur vier Guben erfordert werden. Aber der Ueberschufs der einen 
Anzahl über die andere nimmt gegen das Ende der Tafel ab. Es fragt sieh, 
ob in der Folge die zweite Anzahl der ersteren sich immer mehr nähern, oder 
vielleicht dieselbe von einer gewissen Grenze an sogar übertreffen wird. 

Man hat der Ilaupttafel eine aus derselben leicht zu entnehmende Ta- 
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"belle der Zahlen bis 12000 hinzugefügt, welche die Summen von zwei oder 
drei Guben sind. Da alle Cuben, durch 9 dividirt, nur die Reste und 
± 1 lassen, so folgt, dafs die Summen von zwei Cuben, durch 9 dividirt, 
nur die ßeste 0, ±1, ±2, und die Summen von drei Cuben, durch 9 divi- 
dirt, nur die Reste 0, ±1, ±2, ±3 lassen können. Erst die Summen von 
vier Cuben können, durch 9 dividirt, alle Reste lassen. JDas Gleiche gilt, 
wenn einer oder mehrere der Cuben negativ genommen werden. 

Construction der Tafel, welche für jede Zahl die kleinste Anzahl der 

ganzen positiven Cuben angiebt, aus weichen dieselbe durch Addition 

zusammengesetzt werden kann. 

Ks wird nicht Überflüssig sein, über die leichteste Construction der 
Tafel einige Bemerkungen hinzuzufügen, da sie auch bei der Construction 
anderer Tafeln von Nutzen sein können, und sich oft erst, nachdem ihre Be- 
rechnung ganz oder zum Theil vollendet ist, diejenigen einfachen Betrach- 
tungen darbieten, durch welche, wenn sie von Anfang an gemacht worden 
wären, eine wesentliche Erleichterung oder Abkürzung der Arbeit hätte er- 
zielt werden können. 

Die Zahlen, zu deren Zusammensetzung m Cuben erfordert werden, 
werde ich mit [mj bezeichnen. Die auf einander folgenden Zahlen, welche in 
die kleinste Cubenzahl zu zerlegen sind, sollen die Argumente der Tafel bil- 
den und ihre Felder diese kleinste Cubenanzahl enthalten. Es werden dem- 
nach die Zahlen (l), (2), (3) etc. die Argumente sein, deren zugehörige Fel- 
der respective die Zahlen 1, 2, 3 etc. enthalten. 

Sind bereits die Zahlen 1. 2, . . ., w in ihre Felder eingetragen und 
daher die Zahlen (l), (2), . . ., [m] bekannt, so hat man m + 1 hei allen Ar- 
gumenten [m) -^ x^ einzutragen, hei denen noch leere Felder angetroffen werden. 
Denn alle Zahlen (m) -\- x^ sind die Summen von m -\- \ Cuben, weil die 
Zahlen (my die Summen von m Cuben sind; und sie können nicht die Sum- 
men von weniger Cuben sein, wenn bei ihnen ein leeres Feld angetroffen 
wird, weil alle Felder, in welche kleinere Zahlen als m -\~ \ einzutragen sind, 
der gemachten Voraussetzung gemäfs, bereits ausgefüllt sein sollen. Man 
kann nach dieser Regel nach und nach alle Felder der Tafel ausfüllen, in- 
dem man damit anfängt, die Zahl 1 in alle Felder einzutragen, deren Argu- 
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mcnte die Cubikzahlen selbst sind. Ks versteht sich, dafs die Additionen 
immer nur so weit fortgesetzt werden, als die Summe nicht die der Tafel 
vorgesteckte Grenze (hiev 12000) überschreitet. 

Es soll bei diesen Additionen der Cuben zu den Argumenten [m) ein 
für allemal festgesetzt werden, dafs mit den kleineren Cuben begonnen und 
derselbe Cubus zuvor zu allen Argumenten (m) addirt werde, ehe man dazu 
übergeht, den nächst gröfseren Cubus zu denselben Argumenten zu addiren. 
Ist Af eine der Zahlen (m). und findet man bei dem Argumente M -\- x^. 
welches ich mit M' bezeichnen will, ein noch leeres Feld, so ist dies nicht 
nur, wie im Vorhergehenden gezeigt worden, ein Zeichen, dafs M' eine der 
Zahlen (»* + 1) ist, sondern es iat anch. unter den gemachten Voraussetzungen, 
der Cubus x^ der kleinste von allen, welche bei irgend einer der verschiedenen mög- 
lichen ZerfäUungen von M' in m -\- \ Cuben vorkommen können. Denn könnte 
irgend ein kleinerer Cubus bei einer dieser ZerfäUungen vorkommen, so 
mufste das dem Argumente M' zugehörige Feld bereits bei den Additionen 
dieses kleineren Cubus zu den Argumenten (m) ausgefüllt worden s6in. 

Es folgt hieraus, dass x" auch nicht kleiner als irgend ein bei einer Zer- 
fällung von M in m Cuben vorkommender Cubus sein kann; denn jede solche 
Zerfällung giebt durch Hinzufügung von .r* eine der ZerfäUungen von M' 
in m + 1 Cuben. Da hiernach immer, wenn man bei dem Argumente 
M' = M-\-x^ ein noch leeres Feld finden soll, M^ mx^ sein mufs, so wird 
es umgekehrt hinreichen, bei der Addition von x^ zu den Argumenten [m) von 
solchen Argumenten anzufangen, welche ^ mx^ sind. Wenn man nämlich x^ zu 
irgend einem Argumente üf, welches '^mw^ ist, addirt, so kann man, dem 
Vorhergehenden zufolge, mit Bestimmtheit voraus wissen, dafs das zn dem 
Argumente M -\- x^ gehörige Feld bereits mit m -{- l oder einer kleineren 
Zahl besetzt ist. 

Man kann eine noch gröfsere Abkürzung der Arbeit erlangen, wenn 
man jedesmal, so oft bei einem durch die Addition von x^ erhaltenen Argumente 
ein leeres Feld angetroffen wird, in dasselbe, ausser der Cubenanzahl, auch die 
Wurzel X einträgt. Es sei nach dieser Regel bei einem Argumente M die 
Wurzel a eingetragen, so ist, wenn bei dem Argumente M -\- x^ ein noch 
leeres Feld angetroffen wird, dem Vorhergehenden zufolge, immer 
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Es folgt hieraus, dass, wenn man zu den Argumenten Im), um daraus die Ar- 
gmnente (m + 1 abzuleiten, einen Cubus x^ zu addiren hat, diese Addition immer 
erspart werden kann, wenn die bei dem Argumente (wt) neben der Cubenamahl 
befindliche Zahl kleiner als x ist. Sollte man nämlich x^ zu einem solchen 
Argumente addiren, so würde man ein Argument erhalten, bei welchem ein 
schon ausgefülltes Feld ist, und also eine unnütze Operation gemacht haben. 
Wenn nach vollendeter Eintragung der Zahlen 1, 2, . . ., m nur noch 
wenig Felder leer bleiben, so wird man besser thun , von den Argumenten, 
bei welchen die Felder noch leer sind, die Guben abzuziehen, wobei man 
wieder erst nach Ausführung aller Subtractionen desselben Cubus zu dem 
nächst gröfseren übergeht. Bedeutet N ein Argument, bei welchem das Feld 
noch leer ist, so wird man die Subtractionen des Cubus x^ von solchen Argumen- 
ten N anfangen, welche ^{m -}- i)x^ sind; und wenn sich bei dem Argumente 
N — x'* die Cubenamahl m eingetragen findet , wird man bei N die Cubenamahl 
»t -j- 1 eintragen. Es wird dies umgekehrte Verfahren mit Vortheil angewandt, 
um die Argumente (7), (8), (9) nach einander aus den Argumenten (6), (7), (8) 
abzuleiten. Um die Argumente (6) aus den Argumenten (5) zu erhalten, 
würde man beide Methoden der Additionen und Subtractionen etwa mit 
gleichem Vortheil anwenden. 

Man kann aber auch, indem man das für die Construction der Tafel 
angegebene Verfahren in allem Übrigen unverändert läfst, die Additionen 
oder Subtractionen, welche nöthig sind, um für ein gegebenes x je zwei Ar- 
gumente M und M -\- x^ aus einander zu finden, ganz oder zum bei weitem 
grölsten Theil durch ein rein mechanisches Verfahren ersetzen. Man theile 
nämlich die Tafel in mehrere Theile und construire jeden dieser Theile der 
Tafel auf einem besonderen Streifen, so kann für ein gegebenes x die Be- 
stimmung je zweier Argumente M und M -\~ x^ aus einander, ohne eine Ad- 
dition oder Subtraction, durch blofses Nebeneinanderlegen der Streifen ge- 
schehen. 

Für unseren Fall wird jeder dieser Streifen ohne Unbequemlichkeit 
1000 Felder umfassen können, wenn man die Argumente so ordnet, dafs in 
zwei Verticalcolumnen am Rande die Einer von 1 bis 50 und 51 bis 100 
und in einer oberen Horizontalreihe die 10 Hunderte . ^eianden werden; wie 
dies in der unten mitgetheilten Tafel der Fall ist. Man bezeichne die Strei- 
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fen, welche die Argumente von 1 bis 1000, von 1001 bis 2000, von 2001 
bis 3000 etc. umfassen, respective mit »Sj, -S^, S3 etc., und nenne Ä,- die auf 
dem Streifen <S.- enthaltenen Argumente. Wenn ein gegebener Cubus x^ zwi- 
schen a.lOOO und (a-l-l).lOOO enthalten ist, so werden die sämmtlichea 
Argumente A^ — x^ auf den beiden Streifen S^^^ und Ä^_„_i zu finden sein. 
Um daher für ein gegebenes x die Argumente A^ und A^ — x^ aus einander 
ohne Rechnung zu finden, wird man nur nöthig haben, neben die beiden 
Streifen Si^„ und Sf_^_i , welche man sieh hierbei fest mit einander verbun- 
den denken mag, den Streifen ä, so zu legen, dafs die zu je zwei Argumen- 
ten Af und Ai — x^ gehörigen Felder in dieselbe Horizontallinie zu liegen 
kommen. Um dies für alle 1000 Argumente A^ zu bewirken, braucht man, 
wie leicht zu sehen, S,- neben Si_^,_i und Äj.^ nur in zwei verschiedene Lagen 
zu bringen. Die eine Lage bringt die erste Horizontalreihe von «S^, die mit 
dem Argumente {i — l).10O0 -|- 1 beginnt, in die Linie, in welcher in ^...„^i 
das Argument {i — 1) .1000 + 1 — x^ angetroffen wird; in der anderen Lage 
kommt die letzte Horizontalreihe von S^, die mit dem Argumente i.lOOO 
schliefst, in dieselbe Linie, in welcher sich in S(_„ das Argument J.IOOO — x^ 
findet. 

Wenn j; = 10 oder ic = 20 ist, braucht man S^ nur seiner ganzen 
Länge nach neben den einen Streifen S^_, oder -Si_s zulegen. Wenn ir<10 
ist, wird S,_j, der Streifen S,- selbst. Man mufs in diesem Falle 8^ neben 
dem einen Streifen S,.„i in seine beiden Lagen bringen und aufserdem die 
auf demselben Streifen befindlichen, den Argumentenpaaren {m) und {m)-\-x^ 
angehörigen Felder aufsuchen. Um diese Argumentenpaare, wenn sie auf 
demselben Streifen sind, aus einander zu finden, bedarf es zwar wieder der 
Addition oder Subtraction, doch geht in eben diesem Falle die Vergleichung 
der Felder, wegen der Beschränkung auf einen kleinen Kaum, leicht und 
bequem von statten; auch kann man ihr dadurch eine gröfsere Sicherheit 
geben, dafs man in den Argumenten [m) und (m) + x^ mit denselben Diffe- 
renzen fortschreitet und von Zeit zu Zeit durch Addition von a?^ eine Prü- 
fung vornimmt. 

Wenn die Streifen gehörig neben einander liegen, so werden für jede 
ihrer beiden Lagen die zweien Argumenten A^ und A^ — x^ zugehörigen Fel- 
der in derselben Horizontallinie, aber in der Regel jedes auf seinem Streifen 
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in verschiedenen VerticaUimen liegen. Diese Verticallinien behalten jedoch 
für jede der beiden Lagen immer denselben Abstand, so dafs ein rascher 
Überblick genügen wird, alle Felder zu ermitteln, welche zweien Argumenten 
Af — x^ und Ai zugehören, von denen gleichzeitig das erstere die Guben- 
anzahl m enthält und das letztere leer ist, in welches dann die Cubenanzahl 
m -)- 1 eingetragen wird. Man wird hierbei entweder zuerst die mit m aus- 
gefüllten Felder in §(_„ und 'S',_„_i in's Auge fassen und zu ihnen die ent- 
sprechenden leeren in S, suchen , oder umgekehrt zu den leeren Feldern in 
S^ die entsprechenden, mit m ausgefüllten Felder in iS,_„ und ^..„„„i suchen, 
je nachdem die Anzahl der mit m ausgefüllten Felder in 8i_^ und Sf_„_i^ 
oder die Anzahl der leeren Felder in S^ geringer ist; was der AVahl ent- 
spricht, die man zwischen den beiden Operationen des Addirens und Sub- 
trahirena treffen kann. 

Es wird wieder hinreichen, von denjenigen Argumenten A^ — ä'^ welche 
>mir^ oder den Argumenten ^;, welche ^{m-\-l)w^ sind, anzufangen. Tragt 
man in jedes Feld neben die kleinste Cubenanzahl auch die Wurzel des 
kleinsten Cubus ein , der in den verschiedenen Zerfällungen des Arguments 
in diese kleinste Cubenanzahl vorkommt, welches immer der nämliche Cubus 
ist, auf welchen sieh die Operation bezieht, durch welche die Cubenanzahl 
selbst gefunden worden ist, so kann man auf den Streifen Äi_„_, und S,._„ 
alle Felder übergehen, in denen neben die Cubenanzahl m eine kleinere Zahl 
als X eingetragen ist. 

Anwendung der Tafel auf die Aufgabe, die sammtlichen Zerlegungen einer 
gegebenen Zahl in die kleinste Anzahl ganzer positiver Guben zu finden. 

Obgleich die unten gegebene Tafel nur die kleinste Cubenanzahl an- 
zeigt, in welche eine gegebene Zahl zerlegt werden kann, so kann sie doch 
auch mit Vortheil dazu angewandt werden, diese Zerfällungen selbst aufzu- 
finden. 

Will man , ohne irc/end ein Hülfsmittel zu besitzen , die sammtlichen Zer- 
föllungen einer Zahl in irgend eine gegebene Anzahl von Cubeu aufsuchen, 
so kann man dies in der Eegel sehr mühsame Geschäft folgendermafsen auf 
eine passende Art anordnen, die auch bei allen ähnlichen Aufgaben ange- 
wandt werden kann. 
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Es sei N die gegebene Zahl, n die Anzahl der Guben, in welche sie 
Kerfälit werden soll. Man bilde n Verticalcoluinnen mit den Überschriften 



in deren erste die gegebene Zahl N selbst zu setzen ist. Von den in diese 
Columnen zu schreibenden Zahlen wird man nach und nach die verschiede- 
nen Guben abziehen, jeden »-mal wiederholt, indem man von den kleinsten 
anfangt und erst dann, wenn alle mit denselben auszuführenden Subtractio- 
nen beendigt sind, zu den nächst gröfseren übergeht. Die Wurzel des abge- 
zogenen Gubus wird jedesmal am Eande bemerkt und der erhaltene Rest 
jeder in einer der Columnen befindlichen Zahl in die nächst folgende Go- 
lumne gerückt, mit Ausnahme der in der letzten Columne 1 befindlichen 
Zahlen , von denen nichts mehr abgezogen wird. Jeder von den früheren ver- 
schiedene Cubus wird von sämmtUchen, aufser den in der letzten Columne be- 
findlichen, Zahlen abgezogen. Wenn man dagegen denselben Cuhus wieder- 
holt abzieht, so thut man dies nur von denjenigen Zahlen, welche zuletzt durch 
das Abziehen des nämlichen Cubus erhalten worden sind. Wenn x^ der abzuzie- 
hende Gubus ist, so kann-man respective in jeder mit i überschriebenen Co- 
lumne alle Zahlen verwerfen, welche < i^^ sind, so dafs in Bezug auf diese 
Zahlen nicht weiter operirt wird. Hat man durch fortgesetztes Abziehen 
gleicher oder gröfserer Guben und durch gleichzeitiges Fortrücken in die 
nächstfolgende Columne Alles in die letzte Columne gebracht, so dafs die 
Operation nicht weiter fortgesetzt werden kann, so hat man so viel von ein- 
ander verschiedene Zerfallungen, als sich in der letzten Columne Cubikzahlen 
vorfinden, und man erhält aus diesen Cubikzahlen leicht rückwärts durch 
successives Addiren der Guben der respective am Rande angemerkten Zahlen 
die Zeriallungen selbst. Man addirt nämlich zu einer in der letzten Columne 
befindlichen Cubikzahl den Cubus, durch dessen Abziehen dieselbe erhalten 
und dessen Wurzel neben ihr am Rande bemerkt worden ist; zu der Summe 
addirt man wieder denjenigen Cubus , dessen Wurzel neben ihr am Rande 
bemerkt ist, u. s, f. Befindet sich am Ende der Operation in der letzten Co- 
lumne gar keine Cubikzahl, so ist es nicht möglich, die Zahl in die ver- 
langte Gubenanzahl zji zerlegen. 

Will man die kleinste Gubenanzahl, in welche eine gegebene Zahl zer- 

42* 
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legt werden kann, und auch die säramtlichen Zerfäilungen in diese kleinste 
Cubenanzalil finden, so hat man aufzumerken, wann zuerst bei den ange- 
stellten Subtractionen eine Cubikzahl sich ergiebt, und die Columne, in der 
sich dieselbe befindet, als die letzte anzusehen, bis sich ein Cubus in einer 
früheren Columne zeigt, welche man dann wieder so lange als die letzte an- 
sieht, bis sich etwa ein Cubus in einer noch früheren Columne zeigt, u. s. f. 
In jeder i"" Columne, vor der jedesmal als letzte betrachteten, kann man 
vor dem Abziehen eines Cubus >r* alle Zahlen verwerfen, welche <i^^ sind. 
Ist auf diese Art und durch fortgesetztes Rücken der Zahlen in die folgende 
Columne Alles in eine Columne gebracht, so wird diese schliefslich als die 
letzte anzusehen sein, und es werden in keiner früheren Cubikzahlen gefun- 
den werden können. Die Anzahl der Columnen bis zu dieser letzten ist die 
kleinste Cubenanzahl, in welche man die gegebene Zahl zerfallen kann, und 
jede Cubikzahl, welche man in dieser letzten Columne antrifft, giebt eine 
besondere Zerfällung in diese kleinste Cubenanzahl, welche man wiederum 
durch die umgekehrte Operation des successiven Addirens der Cuben der 
respective am Rande bemerkten 2iahlen erhält. 

Hat man eine Tafel, wie die unten mitgetheilte, welche für jede Zahl 
die kleinste Cubenanzahl, aus der sie zusammengesetzt werden kann, anzeigt, 
so kann man die im Vorhergehenden angegebenen Operationen abkürzen. 
Wenn man nämlich bei der gegebenen Zahl N in der Tafel die Cubenanzahl n 
findet, so weifs man zuvörderst, dafs die «*' Columne die mit 1 zu bezeich- 
nende letzte ist. Man kann ferner nach jeder Subtraction aus jeder mit i be- 
zeichneten Columne alle Zahlen fortlassen ^ tvelche nicht die Summe von i Cuben 
sän kennen, oder bei welchen nicht in der Tafel die Cubenanzahl i eingetragen ist. 

Vor dem Beginn der Operationen wird man gut thun, für jeden 
Cubus w% der <: N, zu untersuchen, ob in der Tafel bei N—x^, N—1x^ etc. 
respective die Cubenanzahl ra— 1, n — 2 etc. steht, bis man auf einen Rest 
iV" — kx^ kommt, bei welchem sich in der Tafel eine gröfsere Cubenanzahl 
als « — Ä eingetragen findet, Man weifs dann im Voraus , dafs die Subtrac- 
tion dieses Cubus x^ nur {ft — l)-mal zu wiederholen ist. Wenn schon bei 
^ — x^ sich die Cubenanzahl n — 1 nicht eingetragen findet, so ist dies ein 
Zeichen, dafa der Cubus x^ überhaupt unter den abzuziehenden Cuben fort- 
gelassen werden kann. Es sei Ä — 1 = r^, so dafs x^ nur r^-mal hinter ein- 
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ander abzuziehen ist, so erhält man die Reihenfolge der nach und nach ab- 
zuziehenden Cnben, wenn man rj-mal hintereinander I, r^-mal den Cubus 
von 2, ra-mal den Cubus von 3 u. s. f. schreibt. Hat man einen Cubus die- 
ser Keihe abzuziehen und addirt zu diesem die i — 1 folgenden Guben der- 
selben Reihe, so wird die Summe dieser i Guben der kleinste Werth, den 
man von den in der Columne i enthaltenen Zahlen im Verlauf aller noch 
übrigen Operationen abzuziehen hat, und man kann daher vor der anzustel- 
lenden Subtraetion und bei allen ferneren Operationen aus der Columne alle 
Zahlen, die kleiner als diese Summe sind, fortlassen. Alle übrigen Vorschrif- 
ten bleiben ganz dieselben, wie die oben gegebenen. 

Das im Vorhergehenden angegebene Verfahren, um alle Zerfällungen 
einer Zahl in die kleinste Cubenanzahl zu finden, mit Benutzung derjenigen 
Erleichterungen und Abkürzungen der Rechnung, welche die Tafel gestattet, 
will ich durch das Beispiel der Zahl 

5818 
erläutern , zu deren Zusammensetzung man , zufolge der Tafel , 7 Guben 
nöthig hat. In dem hier unten folgenden Schema, in welchem die 7 Goium- 
nen mit 

VII, VI, V, IT, III, II, I 

bezeichnet sind, ist die ganze Rechnung enthalten, welche zur Auffindung 
der sämmtlichen Zerfallungen dieser Zahl in 7 Guben erfordert wird. Nach 
der oben gegebenen Vorschrift erhält man die folgende Reihe der nach und 
nach abzuziehenden Guben; 

l, 1, 1, 2', 2*, 23, 3^ 3', 3', 4=, 4», 4", 6", 5^ 5*, 
6^ 7', 7ä, 93, 10^ 10*, H*, 12*, 13^, 13^ 14*, 14', 15^ 16', 17'. 

Wenn man von den Guben 

9', 10^, 10^, 11', 12^ 13', 13', 14' 
die 6 oder die 7 ersten summirt, so werden die Summen respective 

7985, 10182, 
und daher gröfser als die respective in den Golumnen VI, VII enthaltenen 
Zahlen; addirt man die 5 ersten, so ist die Summe 
5788 
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gröJser als die in der Columne V auf die vierte Zahl 5790 folgenden Zahlen; 
weshalb man der oben gegebenen Kegel zufolge bei der Subtraction des 
Cubus 9^ und bei allen folgenden Operationen die Columnen VII und VI 
überhaupt nicht, und von der Columne V die auf 5790 folgenden Zahlen 
nicht weiter zu berücksichtigen hat. Da ferner 

10" + 10' + 11» + 12' =- Ö059 , 

80 braucht man beim Abziehen des ersten Cubus 10* nur diejenigen Zahlen 
der Columne IV zu berücksichtigen, welche ^5059 sind. Da 

llä+12»+13» = 5256 

ist, so braucht man 11^ nur von denjenigen Zahlen der Columne III abzu- 
ziehen, welche ^5256 sind, und man wird bei allen folgenden Operationen 
die Columne III gar nicht mehr zu berücksichtigen brauchen, da 

12'+ 13»-!- 13" = 6122 

gröiser als alle in III enthaltenen Zahlen ist. Man sieht aus dem folgen- 
den Schema, dafs, wenn man bei dem Abziehen des Cubus 10" angelangt 
ist, die Operation von da an reifsend schnell zu Ende geht. 
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Kechnungsschema für die Aufsuchung der sammtlichen Zerfallungen der Zahl 5818 in 7 Guben. 
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4473 
4466 


4123 
4104 




5 








5443 


5435 


5427 








4447 


4097 




6 




5602 


5601 
5575 
5538 


5600 
5574 
5511 


5599 
5573 


5572 








4440 
4421 
4131 


3744 
3718 
3402 




7 




5475 


5474 
5467 
5448 
5411 
5259 


6473 
6466 
6447 
5440 
5421 
5384 
5347 


5472 
5446 
5439 
5394 
5320 
5283 
5257 


5256 
5256 




10 




4124 
4105 
4087 
4061 


3376 

3473 
3087 


2744 




5256 


4096 










5258 


5168 






11 






4394 










5232 














4221 


3375 








5132 


5195 
5131 


6130 
5123 


5129 


4913 
4913 








4104 




7 


6122 












5124 


5103 




















5105 


5104 


5096 




12 








3375 










5068 
4916 


5097 
5041 
5004 


4977 
4940 
4914 












2744 




4394 




















4915 


4825 




13 








3376 












4889 














3375 












4852 






14 








2197 
2197 
2197 




10182 


7985 


5788 














5488 


^2744 






2744 
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Die 17 Cubikzahlen, die man in I antrifft, geben die 17 verschiede- 
nen Zerlegungen von 5818 in 7 Guben, die überhaupt möglich sind, und 
zwar auf folgende Art. Man findet zuerst in I dreimal den Cubus 4913 = 17* 
und man ersieht aus den am Rande beigefügten Zahlen , dafs die Operation, 
durch welche man schliefslich zu demselben gelangt ist, die beiden ersten 
Male in dem zweimaligen Abziehen von 7^ besteht. Man wird daher die Summe 
4913-|-686 = 5599 bilden, welche Zahl sich in III an zwei verschiedenen 
Orten findet. Die in III befindliche Zahl 5599 ist, wie man aus den Zahlen 
am Rande ersieht, zuletzt durch dreimaliges Abziehen von 4^ erhalten worden. 
Man wird daher die Summe 5599 + 192 — 5791 bilden, welche Zahl in VI 
befindlich und durch einmaliges Abziehen von 3^ erhalten worden ist. Die 
Summe, die nun zu bilden ist, 5791 +27, ist die vorgelegte Zahl 5818 selbst, 
von der man auf diese Weise eine Zerfallung in 7 Guben 

173 _j_ 2 . 7« + 3 . 4' + 3* = 5818 
erhält. Die aufserdem noch einmal in III enthaltene Zahl 5599 ist zuletzt durch 
einmaliges Abziehen von 6^, die Zahl 5599 + 216 = 5815 in IV durch drei- 
maliges Abziehen von 1 erhalten worden. Mau hat daher eine zweite Zerfällung 

17^ + 2. T'+e^ + S.!» = 5818. 
Auf ähnliche Art erhält man aus dem dritten Auftreten von 1 7^ und aus 
den übrigen in I enthaltenen Cubikzahlen, indem man den zu ihnen führen- 
den Weg, welcher durch die am Rande befindlichen Zahlen bezeichnet ist, 
zurückgeht , die anderen hier angegebenen Zerfallungeu : 

5818 = 4913+ 686+ 216+ 3 

= 4913+ 686+ 192+ 27 

--4913+ 729+ 125+ 27 + 24 

-= 4096 + 729 + 686 + 216 + 64 + 27 

-= 4096 + 1000 + 686 + 27 + 8 + 1 

= 4096 + 1331+ 375+ 16 

= 3375 + 1000+ 729 + 686 + 27+ 1 

= 3375 + 1331+ 729 + 375+ 8 

= 3375 + 1728+ 686+ 27+2 

= 3375 + 2197+ 216+ 27+3 

= 3375 + 2197+ 192+ 54 

= 2744 + 2000 + 729 + 343 + 2 
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5818 = 2744 + 1728 + 1000 + 343 + 3 
= 5488 + 250 + 64+16 
= 4394 + 1331 + 64+27+2 
= 4394 + 1000 + 343 + 81 
^ 4394 + 729 + 686 + 8 + 1 , 
oder 

5818= 17'' +2.73+ 63 +3.1'3 
= 173+2.73+3.43+33 
= 173 +93 +53+33+3.2' 
= 16' + 93 +2.7'+ 63 + 43 +3' 
= 16' + 10' +2.73+ 3' + 23 +1' 
= 16' + 11' +3.53 + 2.23 
= 15' + 10» + 93 +2.73+ 33 +1" 
= 1.5' + 11' + 93 +3.53+ 23 
= 15" + 12» +2.7»+ 3' +2.1' 
= 15» + 133 + 6» + 3» +3.1» 
= 15» + 13» +3. 4» + 2. 3» 
= 14» +2.10»+ 9» + 7» +2.13 
= 14» + 123 _|. jo. j_ 7., 4.3.1B 
= 2 . 143 + 2 . 5» + 43 + 2 . 23 
= 2.133+ ii> _|_ 4> _j. 31 +2.13 
= 2.133+ iqs ^_ 7> ^a.S' 
= 2 . 133 + 93 + 2 . 7» + 2» + 1». 

Kennt man auf irgend eine Art die sämmtlichen Zerlegungen einer 
Zahl N in ihre lileinste Cubenanzahl n, so hat man damit zugleich auch die 
sämmtlichen Zerlegungen mehrerer anderer Zahlen in ihre kleinste Cuben- 
anzahl. Sind nämlich die Guben der gleichen oder verschiedenen Zahlen 
«i , 02 , . . . , O; in p verschiedenen Zerlegungen von N enthalten , so werden 
durch das Fortlassen dieser i Guben aus diesen p Zerlegungen von N un- 
mittelbar auch p verschiedene Zerlegungen der Zahl 

N — a» — a| af =^ JV"^ 

in eine Anzahl von « — i Guben gegeben, welche die kleinste Cubenanzahl 
ist, in welche man diese Zahl zerlegen kann, und die so gefundenen p Zer- 
legungen sind alle Zerlegungen von Na in n — i Guben, welche es giebt, und 
alle von einander verschieden. 

VI. 43 
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Durch das im Vorhergehenden berechnete Beispiel erhält man ans den 
17 Zerlegungen von 5818 in 7 Guben zugleich die sämmtlichen Zerlegungen 
einer sehr grofsen Menge von Zahlen in ihre kleinste Cubenanzahl. Man 
ersieht die grofse Anzahl dieser Zahlen schon daraus, dafs darunter alle in 
dem obigen Schema vorkommenden Zahlen nebst ihren Ergänzungen zu 5818 
enthalten sein müssen. So ergiebt sich, dafs die Zahlen 



-1 auf 9 Arten, 

-2^ — 9' auf 6 Arten, 

-3^ — 7^ auf 10 Arten, 

-4^ —10', —13», —15» ■ . auf 5 Arten, 

- 5* auf 4 Arten, 

-6^ — IP, —14', —16», —17» auf 3 Arten, 

-12^ auf 2 Arten 

in 6 Guben zerlegt werden können. Man sieht femer, dafs folgende 46 Zah- 
len , welche die Summe von f^nf und nicht weniger Guben sind , 



8— 3'- 
8-43- 



i — 12^- 14' 
i — U»- 14^ 



-- 4'— H», 

- 4»— IG», 

- 5^- 17^ 

- 6»— 16^, 

- 9»— 10*, 
-10' — 15", 



oder, wenn man sie der Gröfse nach ordnet, die Zahlen 

176, 330, 391, 689, 715, 722, 780, 841, 897, 904, 993, 1112, 1346, 

1443 , 1506 , 1597 , 1658 , 1721 , 2227 , 2290 , 2318 , 2345 , 2379 , 2435 , 

2621, 2892, 2949, 3010, 3066, 3090, 3405, 3613, 3758, 3818, 4063, 

4423 , 4460 , 4486 , 4810 , 4873 , 5025 , 5538 , 5629 , 5666 , 5746 , 5753 

nur auf eine einzige Art in fünf Guben zerlegt werden können. 
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Dies folgt daraus, dafs, wenn a^ und b^ die beiden Guben sind, welche 
man von 5818 abzuziehen hat, um eine dieser 46 Zahlen zu erhalten, unter 
sämmtlichen ZerfäUungen von 5818 immer nur eine einzige die beiden Guben 
a^ und b^ zugleich enthält, 

lieber die Einrichtung einer Tafel, mit deren Hülfe oline alle Versuche 

die sämmtlichen Zerlegungen einer gegebenen Zahl in die kleinste 

Cubenanzahl gefunden werden können. 

Man hat aus dem im Vorhergehenden berechneten Beispiele gesehen, 
dafs ungeachtet des Gebrauchs, welchen man von der unten gegebenen Tafel 
machen kann, um das Aufsuchen aller Zerlegungen einer gegebenen Zahl 
in die kleinste Cubenzahl zu erleichtem, dies doch noch ein mühsames Ge- 
schäft bleibt. Es wäre daher wünschenswerth , diese Tafel, ohne ihren Um- 
fang zu sehr zu vergröfsern, so zu vervollständigen, dafs das Geschäft auf 
das möglich kleinste Maafs der Arbeit zurückgeführt wird. Um eine solche 
vollständige Hülfstafel zu erhalten, in welcher alle Elemente beisammen sind, 
deren man bedarf, um die ZerfäUungen selbst ohne Versuche und über- 
flussige Subtractionen zu finden , ist erforderlich und wird es hinreichen , bei 
jedem Argumente zu dei- kleinsten Cuhenamahl noch die Wurzeln aller Cuben 
hinzuzufügen, welche in den verschiedenen Zerlegungen des Arguments in die kleinste 
Cubenanzahl respective die kleinsten sind; z. B. bei dem Argumente 5818 zur 
Gubenanzahl 7, wie die gefundenen Zerfallungen zeigen, die Zahlen 1, 2, 3. 
Wenn man eine solche Hülfstafel anwendet, reducirt sich die ganze zur Auf- 
findung aller Zerfallungen nöthige Rechnung genau auf dieselbe Rechnung, 
welche die Prüfung der bereits bekannten Zerföllungen erfordern wurde, 
wenn man dieselbe so anstellt, dats man von der gegebeneu Zahl nach und 
nach die verschiedenen Cuben abzieht, wie sie in den einzelnen Zerfallungen 
der Gröfse nach auf einander folgen. 

Es sei eine der ZerfäUungen einer Zahl N in die kleinste Gabenanzahl 



N = 



» + .-. + ^ 



Hat man von N nach und nach bereits die Guben i 
und ist dadurch auf den Rest 



, w abgezogen 
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It = N—a^ — b'^ — ■■■• — w^ 
gekommeTi, so ist der zunächst abzuziehende Cuhus a;^ der kleinste in einer 
der Zerfälluugen von E in die kleinste Cubenanzahl und zugleich > w^. 
Um daher den Werth oder die Werthe von x zu erhalten, — denn es wird x 
b,äuüg mehrere Werthe haben — entnehme man aus der Hülfstafel alle bei 
dem Argumente E zur kleinsten Cubenanzahl hinzugefügten Zahlen , welche 
> w sind. Auf diese Weise giebt die Hülfstafel nach und nach die Wurzeln 
der einzelnen Guben in der Ordnung , wie ,sie in den verscbiedenen Zer- 
fälluugen der Gröfse nach auf einander folgen- 

Um den Gebrauch der Tafel zu erläutern, will ich das folgende Frag- 
ment derselben hersetzen, welches bei den /erfällungen von 5818 in 7 Guben 
zur Anwendung kommt, und leicht rückwärts aus diesen Zerfällungen abge- 
leitet werden konnte. Die Zahlen n geben die kleinste Cubenanzahl, in 
welche die Zahlen R zerfällt werden können, und die Zahlen r die Wurzeln 
der Guben, welche in den verschiedenen Zerfallungen von iJ in k Guben die 
kleinsten sind. 



R 




r 


ü 




r 


Jt 


n 




It 






3744 


2 


10 


5427 


2 


11 


5613 


3 


5 


5788 


3 


G 


4375 


2 


10 


5435 


3 


9 


5636 


3 


4 


5789 


4 


1,4,7 


4394 


2 


13 


5439 


3 


7 


5642 


2 


9 


5790 


5 


1,2,7 


4472 


2 


12 


5446 


3 


7 


5663 


4 


3,4 


5791 


6 


1,2,3,4 


4706 


2 


11 


5447 




1,2,7 


5677 


4 


2,4,5 


5794 


4 


3 


4744 


3 


10 


5466 




3,7 


5685 


5 


2,5 


0802 


5 


2,4,5 


4825 


2 


9 


5472 




6,10 


6700 


4 


4 


5809 


5 


3,7 


5096 


2 


10 


5473 




1,3,9 


5725 


3 


11 


5810 


6 


1,2,5 


5103 


2 


12 


5488 




14 


5727 


5 


1,3,4,6 


581Ö 


4 


3,6,7 


5104 


3 


1,2,9 


5511 




7 


5737 


4 


7 


5816 


5 


1,3,7 


5123 


3 


3,9 


5552 




4,5 


5738 


4 


5 


5817 


6 


1,2,3 


5168 


3 


7 


5560 




2,5 


5764 


5 


3,4 


5818 


7 


1,2,3. 


5256 


2 


7 


5572 


2 


13 


5767 


3 


5 








5394 


3 


10 


5599 


3 


3,7 


5782 


4 


7 
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Die Kechnung, welche mit Benutzung dieser Tafel zur Auffindung dei- 
Zeriallungen von 5818 in 7 Guben zu machen ist, läfst sich nach dem unten 
folgenden Schema anordnen. Es sind in demselben; 

Die in der ersten Columne befindlichen Zahlen s die Wurzeln der 

nach und nach von 5818 abgezogenen Guben. 

Die in der zweiten Golumne enthaltenen Zahlen i? die nach diesen 

Subtractionen übrig bleibenden Reste. 

Die in der dritten Golumne stehenden Zahlen alle aus der Tafel 

entnommenen, zum Argumente J^ gehörigen Werthe von r, welche 

nicht kleiner als die gröfste (erste) der daneben stehenden Zahlen s 

sind. 
Das Schema besteht aus 6 Gruppen, welche sich durch die Anzahl der 
in der ersten Columne stehenden Zahlen s unterscheiden. Die Zahlen R 
jeder Gruppe werden aus den Zahlen R der unmittelbar vorhergehenden 
Gruppe durch das Abziehen der Guben der neben den letzteren stehenden 
Zahlen r gefunden. Es wird daher die Anzahl der Horizontalreihen jeder 
Gruppe der Anzahl aller zu der vorhergehenden Gruppe gehörenden Zahlen 
r gleich. So findet man z. B. die Zahlen R der 4*°" Gruppe, wenn man t 
von 5816, 2^ von 5802, 3^ von 5809, 5816 und 5764, 4^ von 5802, 5764 
und 5727, 5^ von 5802 und 5685, 6^ von 5727, 7^ von 5816, 5809 und 5790 
abzieht. Die Zahlen jR der letzten Gruppe sind die Summen zweier Guben ; 
in der dritten Golumne hat man zu der aus der Hülfstafel entnommenen 
Wurzel des kleinsten dieser beiden Guben noch die Wurzel des anderen 
Cubus hinzugefügt, so dafs die verschiedenen Horizontalreihen der letzten 
Gruppe die Wurzeln der in den verschiedenen Zerlallungen von 5818 ent- 
halteneu 7 Guben geben, von denen die 5 kleinsten in der ersten und die 
beiden giöfsten in der dritten Golumne stehen. 
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1 


. Gruppe 


4. 


Gruppe 




6. ( 


jruppe 




6. 


Gruppe 






5818 1,2,3 


1,1,1 


5815 


3,6,7 


3,1,1,1 


5788 


6 


4,4,4,3,3 


5672 


13,15 






2,2,2 


5794 


3 


3,2,2,2 


5767 


5 


5,3,2,2,2 


5642 


9,17 


2 


. Gruppe 


3,1,1 


5789 


4,7 


4,3,1,1 


5725 


11 


5,6,4,2,2 


5488 


14,14 


1 


5817 1,2,3 


3,2,1 


5782 


7 


4,4,3,3 


5636 


4 


5,6,5,2,2 


5427 


11,16 


2 


5810 2,5 


3,3,3 


5737 


7 


4,4,4,3 


5599 


7 


6,3,1,1,1 


5572 


13,15 


3 


5791 3,4 


4,2,2 


5738 


5 


5,4,2,2 


5613 


5 


7,4,4,4,3 


525S 


7,17 






4,3,3 


5700 


4 


6,5,2,2 


5552 


5 


7,6,1,1,1 


5256 


7,17 


3 


. Gruppe 


4,4,3 


5663 


4 


6,5,5,2 


5435 


9 


7,7,3,1,1 


6103 


12,15 


1.1 


5816 1,3,7 


5,2,2 


5677 


5 


6,1,1,1 


5599 


7 


7,7,3,2,1 


5096 


10,16 


2,1 


5809 3,7 


5,5,2 


5560 


5 


7,1,1,1 


5472 


10 


7,7,6,4,3 


4825 


9,16 


2,2 


5802 2,4,5 


6,4,3 


6511 


7 


7,3,1,1 


5446 


7 


9,5,5,5,2 


4706 


11,15 


3,1 


5790 7 


7,1,1 


5473 


9 


7,3,2,1 


5439 


7 


9,7,7,2,1 


4394 


13,13 


3,3 


5764 3,4 


7,2,1 


5466 


7 


7,3,3,3 


5394 


10 


9,7,7,3,1 


4375 


10,16 


4,3 


5727 4,6 


7,3,1 


6447 


7 


7,6,4,3 


5168 


7 


10,7,1,1,1 


4472 


12,14 


5,2 


5685 5 








7,7,2,1 


5123 


9 


10,7,3,3,3 


4394 


13,13 












7,7,3,1 


5104 


9 


10,9,7,1,1 


3744 


10,14 












9,7,1,1 


4744 


]0 


11,4,3,1,1 


4394 


13,13 



Die Hülfstafel kann auf ganz ähnliche Art wie diejenige construirt 
werden, welche blofs die kleinste Cubenanzahl, in welche man eine gegebene 
Zahl zerfallen kann , angieht. Man nehme wieder an , die Construction der 
Hülfstafel sei für alle Zahlen 

(1), (2), . . ., (m) 
beendigt, so dafs, wenn i eine der Zahlen 1, 2, . . ., m und I eine der Zah- 
len [i) ist, bei jeder Zahl I aufser der kleinsten Cubenanzahl i noch die 
Wurzeln aller derjenigen Guben angegeben sind, welche in den verschiede- 
nen Zerlegungen von I in i Guben respective die kleinsten sind. Es sollen 
durch Addition einer Cubikzahl zu den Zahlen [m) die Argumente, bei wel- 
chen die kleinste Gubenanzahl m-\- l einzutragen ist, und die Zahlen, welche 
neben dieselbe einzutragen sind, gefunden werden. Ist *■ der zu addirende 



Hosted by 



Google 



fBER DIE ZUSAMMENSETZUNG DEK ZAHLEN AUS GANZEN POSITIVEN CUBBN, 343 

Cubus, 80 addirt man x^ nur dann zu einem Argumente [m), wenn w kleiner 
oder nicht gröfser als die gröfste der bei diesem Argumente neben ni einge- 
tragenen Zahlen ist. Ist dies der Fall, und findet man bei dem Argumente 
(m)-J-ic' ein leeres Feld, so trägt mau darin die Cubenauzahl m -j- 1 und ne- 
ben diese die Wurzel x ein, oder wenn sich in das Feld schon die Cuben- 
auzahl m -{- 1 und eine oder mehrere andere Zahlen eingetragen finden, so 
fügt man letzteren noch die Wurzel x hinzu. Es geschieht hierbei von selbst, 
dafs die Addition von x^ zu den Zahlen (m) nur von solchen Zahlen (wi) an 
begonnen wird, welche ^mx^ sind. 

Man kann auf diese Weise fortfahren, bis die Construetion der Hülfs- 
tafel beendigt ist; doch wird man wieder gut thun, wenn m den Werth 5 
oder 6 erreicht hat, und daher nur noch wenige Felder auszufüllen bleiben, 
das umgekehrte Verfahren zu befolgen. Ist nämlich N ein Argument, bei 
welchem sich ein noch leeres Feld findet, so trägt man in dasselbe immer 
die kleinste Cubenauzahl m-^-l und die Wurzel x ein, wenn bei dem Ar- 
gumente N — x^ die kleinste Cubenauzahl m gefunden wird. Wenn das Feld 
bei dem Argumente N bereits mit der kleinsten Cubenauzahl m-{~l und ei- 
ner oder mehreren anderen Zahlen erfüllt ist , so fügt man letzteren die Zahl 
X hinzu, wenn x kleiner oder nicht gröfser als die gröfsten der bei N — x^ 
neben m eingetrageneu Zahlen ist. Die Additionen und Subtractionen kann 
man wieder, wie oben, zum bei weitem gröfsten Theile durch ein blofses An- 
einanderfügen der einzelnen Theile der Tafel ersetzen. 

Wenn man nicht blofs die Zerfällungen in die kleinste Anzahl von 
Guben, sondern überhaupt die Zerfällungen in eine gegebene Anzahl von Cu- 
ben haben will, so kann man auch hierfür ganz ähnliche Hülfstafeln con- 
struiren, von denen jede sich auf die besondere gegebene Cubenauzahl bezieht 
und in ihren Feldern alle Zahlen enthält, welche in den verschiedenen Zer- 
fällungen des Arguments in die gegebene Cubenauzahl respective die Wurzeln 
der kleinsten Guben sind. Hat man die Hülfstafel [m] für die Zerlegungen 
in m Guben construirt , so erhält man daraus die Hülfstafel [m -\- l] für die 
Zerlegungen in »i 4- 1 Guben ganz in der früheren Art , wenn man die ver- 
schiedenen Guben x^ zu aUen Argumenten M der Tafel [m], welche ^mx^ 
sind, addirt und jedesmal, wenn x nicht gröfser als die gröfste der bei M 
in [m] eingetragenen Zahlen ist, bei dem Argumente M -{- x^ in [»i-|-l] die 
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Zahl X einträgt. Die frühere Construction unterscheidet sich von dieser nur 
dadurch, dafs in derselben auch noch alle Argumente M-\-x^, bei welchen 
eine kleinere Cubenanzahl als m-{- i eingetragen war , oder welche auch die 
Summe von weniger als m + 1 Guben sein konnten, übergangen wurden, was 
jetzt nicht der l'all ist. Bei der Construction der Hülfstafeln aus einander 
wird es rathsam sein, wenn man dieselben (wenigstens bei der zuletzt be- 
sprochenen Tafel) alle Argumente umfassen läfst, indem man die Felder leer 
läfst, welche Argumenten zugehören, die nicht in die gegebene Cubenanzahl 
zerfällt werden können. Man kann dann durch ein blofses Nebeneinander- 
legen der verschiedenen Theile je zweier Hülfstafeln [m\ und \m -\- 1] in der 
oben angegebenen Art alle Additionen ersetzen. 
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Tafel für die kleinste Anzahl von Guben, aus welchen die Zahlen bis 
12000 zusammengesetzt werden können. 
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obersten Horizontalreihe sind die 10 Hunderte; in der Ecke oben links befinden sich 
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3474 


3895 


4285 


4744 


5'37 


5580 


14 


375 


745 


■091 


1483 


1917 


4313 


2746 


3085 


348^ 


39'4 


4191 


4770 


5156 


5599 


ig 


378 


750 


1099 


■485 


I94S 


23125 


U753 


3086 


3483 


39=6 


4313 


478= 


5'57 


5608 


36 


397 


755 


1116 


■513 


1952 


2330 


'755 


3088 


350' 


3933 


4310 


4787 


5 160 


56>3 


43 


405 


757 


J128 


1520 


1968 


2331 


2756 


3095 


3503 


3934 


4339 


4804 


5163 


56'5 


55 


408 


762 


"33 


'S" 


■97° 


^339 


2760 


3"4 


35°8 


395 ■ 


4346 


48.5 


5167 


5636 


6s 


4'5 


764 


II 36 


,536 


1971 


S343 


2772 


3123 


3S10 


395= 


4376 


4824 


5168 


S641 


66 


433 


775 


"49 


■539 


'978 


1349 


2773 


3142 


35^7 


3960 


4383 


4826 


5184 


5643 


73 


434 


783 


1151 


1548 


1001 


1355 


2779 


3i5^ 


35=9 


3968 


4390 


4831 


5'93 


5650 


80 


440 


792 


1161 


'SSS 


2CoS 


^358 


2787 


3^74 


3536 


3985 


4395 


4S35 


5201 


5653 


81 


459 


794 


1189 


1559 


2017 


1365 


2789 


3176 


3537 


3989 


4399 


4852 


5218 


566g 


gi 


466 


Soi 


1197 


■574 


2024 


2386 


2792 


3'84 


3540 


3993 


+402 


4859 


5221 


5670 


99 


469 


811 


.ig8 


1570 


7017 


'395 


2798 


3186 


3555 


4012 


44' 8 


4887 


5=28 


5697 


iiK 


471 


81Ü 


IZ17 


158. 


2059 


1403 


2800 


3'98 


3564 


4040 


44=1 


48S9 


5=54 


5704 


127 


476 


853 


1224 


ISS3 


2061 


2414 


28<.9 


3=<'S 


357' 


4050 


4437 


4906 


5=57 


57ofi 


129 


495 


856 


1240 


1584 


2064 


2421 


2S.6 


3212 


3581 


4059 


4440 


49' 5 


5=64 


57=5 


134 


496 


857 


1241 


1611 


to68 


2440 


^834 


3221 


359= 


4061 


4447 


4922 


5283 


5767 


136 


5 '4 


862 


1243 


1637 


2069 


2447 


=835 


3224 


3598 


4076 


4456 


49=5 


5184 


5768 


141 


5" 


863 


1249 


1671 


5072 


MS* 


'843 


3240 


3599 


4083 


4458 


49=9 


53'= 


5770 


■53 


528 


881 


1250 


■675 


2079 


'458 


'853 


3257 


36.8 


4087 


4466 


494= 


53^9 


5788 


155 


531 


882 


126B 


1682 


20S7 


2465 


2870 


326' 


3625 


4098 


4473 


4948 


53=0 


5803 


160 


540 


901 


12S0 


16S6 


2098 


2477 


2S72 


3264 


3653 


4101 


4480 


4949 


5337 


S8=S 


179 


547 


91S 


ij88 


1701 


2114 


24S4 


2877 


3169 


3655 


4103 


4499 


4950 


5345 


5831 


190 


557 


919 


i3°5 


173° 


2125 


2512 


2878 


3175 


3662 


4105 


4500 


4951 


S37S 


5S34 


igj 


560 


944 


3333 


■737 


1135 


=521 


1883 


3'83 


3672 


4.112 


4503 


4967 


5381 


584. 


197 


566 


946 


■34° 


1738 


2160 


:'538 


2896 


3303 


36S9 


4'=4 


45 '9 


4968 


5394 


5848 


118 


567 


953 


1341 


■744 


2185 


2541 


2925 


3320 


37°9 


4131 


45=8 


4978 


5406 


585 ■ 


"i 


577 


972 


'344 


'755 


21S6 


1547 


2927 


3322 


37,6 


4139 


4536 


4984 


5416 


5858 


131 


584 


979 


1347 


■756 


2187 


254S 


=933 


■•333^ 


37'9 


4141 


4564 


4985 


5428 


5860 


244 


586 


980 


135. 


1763 


2.96 


=567 


1934 


3377 


37=6 


4150 


4587 


5004 


5433 


5867 


151 


593 


1005 


1359 


J7S2 


1199 


2572 


1944 


3381 


3728 


4'6. 


4591 


5™5 


5435 


5886 


^53 


603 


1009 


1366 


'793 


2206 


'582 


^953 


3384 


374S 


4168 


4S97 


5039 


5439 


5888 


Z58 


623 


1016 


1367 


1799 


2213 


2583 


=961 


339^ 


375= 


4185 


4609 


S041 


5446 


5897 


!70 


63S 


1025 


1370 


iSco 


2216 


2604 


2968 


3403 


3768 


4187 


46.0 


5046 


545= 


59°4 


277 


640 


1028 


1385 


iSqi 


2225 


2619 


2969 


3410 


3771 


4197 


4616 


5049 


3453 


59^4 


281 


64s 


1029 


1396 


1S.9 


2232 


2663 


2987 


34" 3 


37S2 


4200 


4635 


5°65 


5454 


59'5 


188 


648 


1031 


1403 


1844 


2041 


2665 


2990 


34=9 


3788 


4202 


4654 


5066 


547= 


59=' 


307 


664 


'035 


1407 


.85. 


2248 


2670 


1994 


3430 


3799 


4222 


4655 


5075 


5489 


59'3 


314 


6S4 


1051 


.415 


■854 


1151 


2673 


3000 


3438 


3807 


4224 


4672 


5097 


5491 


5937 


341 


687 


>0S4 


1422 


'8!S 


226z 


2674 


3005 


3440 


38ig 


4229 


468S 


5102 


5496 


5939 


345 


694 


■065 


143^ 


.856 


2267 


1689 


3024 


3447 


3S16 


4230 


4707 


5104 


S5'5 


S940 


349 


701 


1070 


'457 


.861 


2269 


2710 


305 ' 


3457 


3843 


4248 


4714 


5111 


5550 


594' 


35^ 


713 


1071 


■459 


1870 


2276 


2717 


3051 


3464 


3869 


4256 


4718 


5120 


555= 


5949 


3 


3 




3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 



Hosted by 



Google 



eiche Summen von 3 Guben sind. 



3 


; 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


5958 


6335 


6824 


717. 


7589 


S037 


8570 


8758 


9^34 


9584 


999' 


103S7 


10809 


11207 


11663 


5960 


6336 


6831 


7174 


7596 


8054 


837. 


8792 


9241 


9587 


9992 


10389 


10826 


II 124 


"665 


596s 


63« 


6B33 


7175 


7615 


8056 


8372 


S793 


9263 


9602 


9998 


10401 


J0837 


11234 


11672 


5977 


635^ 


6841 


7-83 


7622 


8065 


8386 


88co 


9270 


960; 


lOOCO 


10413 


10846 


11253 


11674 


5984 


6357 


684S 


7190 


7624 


8072 


S406 


8802 


9271 


961. 


.0009 


10440 


.0865 


.1256 


.1675 


59SS 


6369 


6856 


7200 


7641 


8075 


8407 


8803 


9272 


96-2 


IOOI6 


10450 


10869 


11257 


1.684 


6oao 


6371 


6857 


7203 


765^ 


8081 


840S 


8838 


9277 


9619 


10017 


10457 


10870 


..259 


.1691 


6021 


639. 


686t 


7210 


7658 


8091 


8413 


8854 


92S9 


9630 


10042 


10477 


10S71 


1126 t 


11712 


'6037 


6408 


6868 


72.6 


7665 


8093 


S432 


8855 


9296 


9631 


10053 


10485 


10891 


"285 


11718 


6038 


641S 


6875 


7227 


7675 


8roo 


8441 


8859 


9305 


96S7 


10054 


10501 


10898 


II 298 


11720 


604= 


6425 


6887 


7"9 


7684 


Siio 


8468 


SS63 


9307 


9668 


10055 


Jf'SS« 


10926 


11320 


11728 


6049 


6427 


6894 


7»35 


7685 


8126 


8471 


S89. 


93 "5 


9674 


10060 


J0540 


.0928 


11321 


11744 


6056 


643+ 


6896 


7244 


76S7 


812g 


8478 


8919 


9316 


9693 


10071 


10555 


10934 


11331 


"745 


6075 


6460 


6903 


7262 


77^3 


8.33 


8490 


8911 


9326 


97' 9 


lorrs 


10577 


10935 


"331 


"753 


6085 


6462 


6904 


7266 


7714 


8.5^ 


8494 


8930 


9331 


9729 


10116 


.0593 


10936 


11334 


"773 


6084 


6469 


69.3 


72S8 


7721 


8.34 


S504 


8945 


9333 


9736 


10125 


10600 


10956 


11376 


.178.^ 


6096 


6488 


6924 


7290 


775° 


8.53 


8513 


8947 


9339 


9738 


10144 


10603 


10960 


11378 


1-789 


6103 


6509 


6931 


7191 


7769 


8.69 


8520 


8988 


9343 


9755 


10.69 


10604 


.0961 


'■383 


"799 


6112 


65.8 


6950 


7293 


7776 


817t 


8533 


9001 


9352 


9757 


10198 


106.9 


10963 


"385 


llgOO 


6j:o 


6553 


69J7 


7300 


7782 


S.89 


8535 


900g 


9358 


9774 


10205 


10650 


10982 


11401 


11801 


6122 


6560 


6965 


7326 


7804 


S191 


8539 


9010 


9360 


9781 


10106 


10657 


10990 


11404 


"836 


6127 


6562 


6966 


7327 


78.4 


8193 


8541 


9017 


9385 


9785 


J0207 


10661 


10991 


11439 


11864 


6129 


6569 


6973 


7344 


7832 


8198 


8559 


9024 


9387 


9792 


1=215 


10664 


10997 


1144t 


11880 


6146 


6S7S 


6985 


735= 


7839 


8200 


8560 


9027 


9389 


9800 


10224 


106-76 


10999 


11456 


11887 


6154 


6587 


6987 


7370 


7840 


8202 


8568 


9029 


9394 


9819 


10226 


10683 


ifoi6 


11459 


11889 


6156 


6588 


6991 


7372 


7S47 


8217 


8577 


9036 


9395 


9820 


10235 


10701 


11018 


11466 


1.897 


6167 


6591 


7011 


7379 


7860 


82,9 


85S4 


9037 


9399 


9827 


10240 


10709 


11D19 


.1467 


11913 


6.7J 


6625 


7022 


7398 


7867 


8224 


S588 


9°57 


94"3 


9834 


10142 


10713 


11031 


"473 


11925 


6175 


6631 


7°48 


7418 


7873 


8232 


8595 


9064 


9423 


9S37 


10262 


10717 


"O53 


11474 


11951 


6.83 


6636 


7056 


7435 


7883 


8243 


8603 


9072 


9450 


9843 


10269 


10719 


11055 


1.485 


"955 


61CO 


6642 


7073 


74SO 


7886 


8245 


8614 


9°73 


9456 


9853 


10271 


10720 


11059 


11500 


11961 


6202 


6649 


7076 


745 J 


7892 


8250 


8631 


9083 


9458 


9854 


.0285 


10728 


11080 


1150' 


11970 


6217 


6668 


7083 


7472 


7903 


8254 


8637 


9088 


947g 


9890 


10288 


10737 


11087 


11502 


1.980 


6259 


6669 


7<^3 


7479 


79^3 


8256 


8640 


9099 


9485 


9898 


10298 


10739 


IlOgg 


.1503 


11987 


6245 


6686 


7102 


7496 


7931 


8280 


8651 


9120 


9494 


9907 


10304 


10746 


11 104 


11512 


11988 


6251 


6687 


7109 


7498 


7972 


8289 


8657 


9125 


9504 


991S 


10315 


10752 


11114 


.1528 


11989 


6256 


6705 


7111 


7506 


7983 


8296 


8686 


9134 


95" 


9920 


10322 


'°753 


.1116 


'.554 


11991 


6264 


6751 


7118 


75 3S 


79S4 


8315 


8701 


91S1 


9512 


9919 


10325 


10771 


"■57 


r.565 




617. 


6756 


7119 


7545 


8 002 


8316 


8702 


9190 


95 21 


9936 


10331 


10772 


11161 


1.567 




6272 


6758 


7137 


755^ 


8009 


83.7 


87U4 


9192 


9523 


9944 


10331 


10774 


[■168 


"583 




6294 


6766 


7138 


7561 


S016 


8341 


8712 


9199 


9541 


9946 


i°33J 


.0776 


11171 


11591 




6300 


6777 


■7139 


756g 


g02I 


8344 


8728 


9208 


9547 


9947 


10338 


.078. 


1.187 


11592 




630. 


6805 


7153 


7569 


8028 


8351 


8730 


9^' 5 


955° 


995" 


10340 


10784 


"■97 


"593 




630g 


6S14 


7155 


7575 


8030 


8352 


8737 


9216 


9568 


9955 


10359 


10800 


11205 


II 649 




6320 


6819 


7164 


7587 


8035 


8369 


8756 


9215 


9576 


9989 


10386 


1080g 


11206 


11656 




3 


3 




3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 
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4 ÜBER DIE ZUSAMMENSETZUNG DER ZAHLEN AUS GANZEN POSITIVEN GUBEN. 

Tabelle für die Zahlen bis 12000, welche Summen von 1 oder 
2 Guben sind. 



I 


% 


2 


2 




2 


I 


1 


1064 


3059 


5642 


8512 


8 


9 


1072 


3087 


5824 


B576 


17 


16 


II25 


3 '97 


5833 


8587 


64 


i8 


I2lä 


3256 


5840 


8729 


'15 


35 


I24.E 


3376 


5859 


9000 


^i6 


54 


1332 


3383 


5896 


90C9 


343 


65 


'339 


3401 


S9'3 


9056 


51a 


71 


•343 


3439 


5957 


9207 


719 


9' 


1358 


3456 


604S 


9262 


lOOD 


126 


'395 


3473 


6119 


9269 


1331 


WS 


.456 


3500 


6.75 


92S8 


mi 


'33 


'45 S 


3518 


6244 


93^5 


1197 


151 


1512 


3591 


6293 


9331 


1744 


189 


1547 


37'S 


6344 


9386 


3375 


217 


1674 


3744 


6561 


9477 


4096 


114 


1719 


3887 


6641 


9603 


49' 3 


243 


1736 


39=5 


6750 


9604 


5831 


250 


'755 


4075 


6832 


9728 


68S9 


280 


1792 


4097 


6840 


9773 


Scoo 


341 


1843 


4104 


6860 


9826 


9161 


344 


'853 


4"3 


6S67 


9928 


■0648 


35' 


1944 


4160 


6886 


999° 




370 


1000 


4:21 


6923 


10197 




407 


2060 


43"- 


6984 


10234 




43 1 


2071 


4375 


7075 


10261 




468 


2198 


4394 


7110 


10592 




6'3 


!JOS 


4439 


7163 


10649 




520 


2224 


4472 


7202 


.0656 




539 


2240 


4608 


737" 


10675 




559 


2261 


4706 


7471 


10712 




576 


2321 


4825 


7560 


10744 




637 


'33' 


4914 


7588 


'0745 




686 


=413 


4921 


7657 


10773 




728 


1457 


4940 


7859 


10864 




730 


1540 


494' 


Sooi 


I09S5 




737 


2662 


4977 


8008 


10989 




756 


2709 


503a 


8017 


1099 1 




793 


2728 


5096 


8019 


11160 




854 


1745 


5i°3 


8064 


"375 




855 


2752 


5.29 


8125 


11377 




945 


280S 


5^56 
5425 


8190 
8192 


11458 
11648 




1008 


2869 


5417 


8216 


11664 




1024 


2926 


54S8 


82S8 


11772 




IDZ7 


2960 


5571 


8343 


11979 


' 


I 


2 


1 


1 


1 
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ÜBEE. DIE AUFLÖSUNG DER GLEICHUNG 

a, j?, -|- Qa a^a -] h ««'*'« = fu. 

(Aus den Hnterlassenen Papieren C. G, i. Jacobi'a mitgetheilt durch E, Heine.) 



ßorchardt Journal für die reine und angewandte Mathematilf, Bd. 69 p. 1—28. 



§. 1. Die Aufgabe wird gestellt. 
In dieser GleichuTig bedeuten die Grössen 

beliebige ganze positive oder negative Zahlen und die Coefficienten 

a, , Kg , . . . , a„ 

des aus ihnen gebildeten linearen Ausdrucks gegebene ganze positive oder ne- 
gative Zahlen ) ferner / den allen diesen Coefficienten gemeinschaftlichen 
Theiler, wenn sie einen dergleichen haben, oder die Einheit, wenn sie mit 
keinem gemeinschaftlichen Theiler behaftet sind. 
Es soll für die Grössen 

mittelst linearer Substitutionen eine gleiche Anzahl anderer GrSssen mtgeßthrt werden, 
welche ebenfalls jede beliebige ganze Zahl werden kennen, wenn man für Xi. Xi, . . .,x^ 
entsprechende Werthe setzt, und es soll eine derselben durch die Gleichung 

«la^i + S^aH i-%^» = /■" 

gegeben sein. 
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356 ÜBER DIB AUFLÖSUNG DEE GLEICHÜKG «i ^i -|- «^ ^^ -| \-a„X„ = fll. 

Ich will zuerst einige Bemerkungen über die Beschaffenheit der anzu- 
wendenden Substitutionen vorausschicken. 

Man nenne zwei Systeme Gröfsen, von denen jedes durch das andere 
mittelst linearer (homogener) Gleichungen definirt wird, und welche, wie es 
hier der fall sein soll, die Eigenschaft haben, dass immer, wenn man für die 
Gröfsen eines von ihnen ganze positive oder negative Zahlen setzt, auch die 
Gröfsen des anderen Systems ganze positive oder negative Zahlen werden, 
äquivalente Systeme Grössen. Man nenne ferner reciproke Systeme Gldchungen 
zwei Systeme linearer Gleichungen, von denen das eine ein System Gröfsen 
[B) durch ein anderes System Gröfsen [A], das andere umgekehrt die Gröfsen 
[A] durch die Gröfsen [B) ausdrückt. Nach einem Satze der Algebra haben 
die Determinanten zweier Systeme von linearen Gleichungen, welche durch 
Umkehrung aus einander erhalten werden, reciproke Werthe, oder es haben 
reciproke Gleichungen reciproke Determinanten. 

Man erhält zwei äquivalente Systeme von Gröfsen (^1) und [B], wenn 
man für die Gröfsen (jß) solche lineare Ausdrücke der Gröfsen [A) setzt, 
in denen die Coefficienten beliebige ganze Zahlen sind, deren Determinante 
± 1 ist. Denn weil die Coefficienten dieser Ausdrücke ganze Zahlen sind, 
so werden immer die Gröfsen [B) ganze Zahlen, wenn man für die Gröfsen 

( A ) ganze Zahlen setzt. Wenn man ferner die Gleichungen , welche die 
Gröfsen [B) durch die Gröfsen [A) ausdrücken, auflöst, so wird ihre Deter- 
minante, zufolge der für die algebraische Auflösung linearer Gleichungen 
bekannten Formeln, der gemeinschaftliche Nenner, mit welchem in den durch 
die Auflösung erhaltenen reciproken Gleichungen die Coefficienten der Gröfsen 

[B) behaftet werden. Da nun nach der Voraussetzung diese Determinante 
±1 ist, so werden auch die Coefficienten der reciproken Gleichungen ganze 
Zahlen. Es müssen daher immer auch die Gröfsen (^A) ganze Zahlen werden, 
wenn man für die Gröfsen [B) ganze Zahlen setzt, oder es sind die Gröfsen 
[A] und [B) äquivalent, was zu beweisen war. 

Auf die im Vorstehenden angegebene Art erhält man alle einem gege- 
benen Systeme Gröfsen äquivalenten Systeme, oder es gilt auch der umge- 
kehrte Satz, dass die Coefficienten der Gleichungen, welche ein System Grössen 
durch ein anderes äquivalentes ausdrücken, ganze Zahlen sein müssen, deren Deter- 
minante den Werth ± 1 hat. Dies ergiebt sich durch folgende Betrachtungen. 
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In den Gleichungen, welche die Gröfsen [B) durch äquivalente GrÖfsen 
[A) ausdrücken, setze man eine der Gröfsen {A) der Einheit und alle übrigen 
der Null gleich, so werden die Coefficienten dieser Gröfsen in den verschie- 
denen Gleichungen die Werthe, welche die Gröfsen (B) für eine solche Be- 
stimmung der Gröfsen {.4} annehmen. Wenn man für die gleich 1 gesetzte 
GrÖfse nach und nach alle verschiedenen desselben Systems nimmt, werden 
auf diese Weise sämmtliche Coefficienten Werthe, welche die Gröfsen des 
einen Systems annehmen, wenn man für die Gröfsen eines äquivalenten ganze 
positive Zahlen (hier und 1) setzt. Es müssen daher zufolge der Defini- 
tion äquivalenter Systeme die Coefficienten der Gleichungen, welche die 
Gröfsen [B] durch andere äquivalente Gröfsen [Ä] ausdrücken, ganze Zahlen 
sein. Aus demselben Grunde folgt, dafs auch die Coefficienten der reciproken 
Gleichungen, welche die Gröfsen {A) durch die Gröfsen {B) ausdrücken, 
ganze Zahlen sein müssen. Es werden hieraach auch die Determinanten 
der beiden reciproken Systeme Gleichungen, welche die Gröfsen (B) durch 
die Gröfsen [A] und welche die Gröfsen {A) durch die Gröfsen {B) aus- 
drücken, ganze Zahlen, da die Determinanten ganze Functionen der Coeffi- 
cienten sind, und zwar müssen sie zufolge des oben angeführten Satzes solche 
ganze Zahlen werden, welche reciproke Werthe haben. Es ist aber ± 1 die 
einzige ganze Zahl, deren reciproker Wertli auch wieder eine ganze Zahl 
ist, und es müssen daher diese Determinanten den Werth ± 1 haben. 

Dem Vorstehenden zufolge kommt die vorgelegte Aufgabe mit der 
Aufgabe überein, wenn eine Reihe von n Zahlen 

gegeben ist, deren gemeinschaftlicher Theiler f ist, n — 1 andere Reihen von n 
Zahlen von der Beschaffenheit su finden , dass die Determinante der n^ Zahlen 
gleich ± f wird. Unter dieser Form hat neulich Herr H e r m i t e die vorge- 
legte Aufgabe in einer lehrreichen Abhandlung behandelt*). 

Ich werde jetzt, nachdem ich diese Bemerkungen über die anzuwenden- 
den Substitutionen zur Erläuterung der Aufgabe vorausgeschickt habe, mehrere 
Auflösungen derselben mittheilen. Die beiden ersten Auflösungen setzen vor- 
aus, dafs man zwischen den Gröfsen Wi, Xz, ■ ■ ., x„ nach Belieben eine ge- 



*) Liouville, Journal de MatMmatiques , T. SIV, annÖel849, p. 21— 30. 
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wisse Eeihenfolge annimmt, und man wird, je nachdem man diese oder jene 
Ordnung, in welcher sie auf einander folgen sollen, festgesetzt hat, die ver- 
schiedensten Resultate erhalten können. Die dritte Autlösung ist von dieser 
Willkür grofsen Theils befreit und behandelt die Gröfsen Xi, iV^, . . . , J7„ 
auf mehr gleichmäfsige Weise. Diese drei Auflösungen beruhen auf der 
wiederholten Anwendung des Verfahrens, durch welches der gemeinschaft- 
liche Theiler zweier gegebenen Zahlen gesucht wird. Es gicbt aber noch 
eine andere Auflösungsmethode , welche sich anderer Algorithmen bedient, die 
mannigfaltigster Anwendungen auf Arithmetik und Analysis fähig sind; diese 
Methode wird hier als die vierte mitgetheilt. 

§. 2. Die Aufgabe wird auf eine einfachere zurückgeführt. 
Da f der gröfste gemeinschaftliche Theiler der Zahlen cti, Oa, ..., a„ 
ist, so werden die Zahlen 

f t ' f 

keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Man kann daher die vorgelegte 
Gleichung mittelst Division durch f immer auf eine andere zurückführen, 
in welcher /" — i ist oder die Coefticienten der Gleichung keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben. Es kann dann der Eall eintreten, dafs auch eine 
kleinere Anzahl dieser Coefticienten keinen gemeinschaftlichen Theiler hat. 
Dieser Fall wird sogar die Kegel bilden, da schon für ein mäfsig grofses n. 
die n Coefficienten sehr grofse Werthe haben müfsen, wenn je n — 1 der- 
selben einen gemeinschaftlichen Theiler haben sollen. Es läfst sich aber in 
diesem Falle die Gleichung auf eine andere zurückführen , welche eine ge- 
ringere Anzahl von Variabein enthält. 

Wenn nämlich von den n Coefficienten schon eine kleinere Anzahl, z. B. 
die Coefficienten 

keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so zerfällt die Gleichung 

in zwei andere 
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Die Aufgabe kommt dann blofs auf die Auflösung der ersten Gleichung zu- 
rück. Hat man nämlich Xy, w^, ..., x,„ durch ein äquivalentes System von 
m anderen GrÖfsen, von denen eine die GrÖfse v ist, 

^,1 S,^, . . ., 5'^_, , V 

ausgedrückt, so hat man nur nöthig in diesen Ausdrücken für v seinen AVerth 
aus der zweiten Gleichung zu substituiren. Man hat dann die gegebenen 
GrÖfsen ocy. x^, . . . , x„ durch die Gröfsen 

ausgedrückt, und diese Gröfsen bilden, wie verlangt wird, ein den gegebenen 
GrÖfsen x^, x^, . . . , x„ äquivalentes System , zu welchem die durch die ge- 
gebene Gleichung bestimmte Gröfse u gehört. Denn wenn nach der Voraus- 
setzung die Gröfsen Xy-, x^, . . ., x„ und Zi, z^, . . ., ^„,_i , v äquivalent sind, 
d. h. wenn die Gröfsen Zi. «2, . . ., z^-i, « immer ganze Zahlen werden, 
sobald Xi, X2, . . ., x,„ ganze Zahlen sind, und umgekehrt, so werden auch die 
Gröfsen «i . z.^, . . . , z^_i , u , x,„^i , x,^2 ; ■ ■ ■ ■■ ^» immer ganze Zahlen , wenn 
Xit X2, . . . , x„ ganze Zahlen sind , und umgekehrt , und es werden daher 
auch diese beiden Systeme Gröfsen äquivalent sein. 

Giebt es mehrere Gruppen von Coefficienten , welche keinen gemein- 
schaftlichen Theiler haben, so kann man jede solche Gruppe für die Coeffi- 
cienten Ol, 02, ..., a„ nehmen und sich begnügen, in Bezug auf dieselben 
das obige Verfahren anzuwenden , nach - welchem nur für die Variabein , in 
welche die Coefflcienten der gewählten Gruppe multiplicirt sind, neue Varia- 
bein eingeführt werden. Je nachdem man diese oder jene Gruppe erwählt, 
wird man ganz andere Lösungen erhalten. Um auf die einfachste Art zu 
einer allgemeinen Lösung zu gelangen, wird man hierbei diejenige Gruppe 
wählen, welche die kleinste Anzahl Coefficienten, die keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben , umfafst , weil man dann eine gröfsere Anzahl von den 
gegebenen Variahein beibehalten kann, als dies bei einer anderen Wahl der 
Fall sein würde. Ist einer der Coefficienten, z. B, Oi, gleich 1, so hat man die 
Gröfsen m, x^, x^, . . ., x„ selbst als das einfachste, den Gröfsen x,, x^, . . .. x„ 
äquivalente System Gröfsen, so dafs man hier nur für eine Variable Xi eine 
andere einzuführen hat, um die einfachste Lösung zu erhalten. 

Aus dem Vorhergehenden erhellt, was von Wichtigkeit für die dritte 
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Lösung ist, dass man die Aufgabe immer auf die Außösung einer Gleichung 

a, Xj + ö^ Xj H h "„ ^„ = «■ 

zurückfahren kann, in welcher die Coefficienten so beschaffen sind, dass e>i keine 
Zahl giebt , welche sie sämmtlick theilt, li-ährend je n^\ derselben einen gemein- 
schaftlichen Theiler haben. 

§. d. Die Aufgabe wird in einem besonderen Falle gelöst. 

Ehe ich die verschiedenen Lösungen der allgemeinen Aufgabe mittheile, 
will ich mich zuerst mit dem leichtesten und einfachsten falle zweier Varia- 
bein beschäftigen, nämlich mit der Gleichung OiiTi-f- OgJ^a = fii^ da die 
Lösung derselben das Element bildet, aus dem die Lösung der alhferaeinen 
Aufgabe zusammengesetzt werden kann. 

Da nach der Voraussetzung 

7 -' 7 

ganze Zahlen sind, welche keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so kann 
man zwei positive oder negative ganze Zahlen ß und -[ bestimmen , welche 
der Gleichung 

-'7-^7-^ 

genügen. Multiplicirt man diese Gleichung mit fu, so erhält man 
oder allgemeiner 

WO z eine beliebige ganze positive oder negative Zahl bedeutet. Man kann 
daher 

setzen. Diese Gleichungen enthalten die verlangte Auflösung der vorgelegten 
Gleichung. Denn, da die Ausdrucke rechts ganze Zahlen zu Coefficienten 
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haben, deren Determinante 

'7 -''7 

der Einheit gleich ist, so ist das System der Gröfsen u und z, von denen 
eine die durch die vorgelegte Gleichung bestimmte Gröfse u ist , dem Systeme 
der Gröfsen x^ und 0^3 äquivalent. 

Durch Umkehrung erhält man aus diesen beiden Gleichungen 

ß^, + T^3 = ^' 
von denen die erste die vorgelegte Gleichung selbst ist. 

§. 4. Erste Auflösung der Gleichung a.jX^-\- a^x^-\ + *„^„ = f't- 

Es sei f^ der gemeinschaftliche Theiler von «1 und Oa, so kann man 
zufolge der im Vorhergehenden gelösten Aufgabe für die Gröfsen Xi und X2 
ein äquivalentes System anderer Gröfsen Zi und y^ ^^^ der Beschaffenheit 
einführen, dafs 

^-'■,■3^1 + «3^3 = /aJ/a- 
Es sei feruer f^ der gemeinschaftliche Theiler von f^ und Oa, so kann man 
für die Gröfsen ^2 '^^^ ^3 ^in äquivalentes System anderer Gröfsen Z2 und 
1/s von der Beschaffenheit einführen, dafs 

Fährt man so fort und nennt allgemein f^ den gemeinschaftlichen Theiler 
von /^_, und a,., so hat man das folgende System von Gleichungen: 

4y3 + «3^3 = fah' 
(1) 4% + «1^1 ^ Z*?/*. 

Da fi der gemeinschaftliche Theiler von /;_i und a,, /^_, der gemeinschaft- 
VI. 46 
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liehe Theiler von /(_2 und a,_i n. s. f. , /^ der gemeinschaftliche Theiler von 
/a und ag, endlich /"^ der gemeinschaftliche Theiler von a, und «2 ist, so wird 
/■ der gemeinschaftliche Theiler der Zahlen üi, a2, . • ., a^. Es ist daher /*„ 
der gemeinschaftliche Theiler aller Zahlen a, , a^, . . ., a„, und daher ist f„ 
der Theiler f selbst. Es kommt also i/„ mit n übei-ein. 

Da »1 und ^2 sin den Gröfsen Xi und x^, ferner z^ und t/g ein den Gröfsen 
1/2 lind Xs äquivalentes System bilden, so sind z,, i/^, Zzt ^b den Gröfsen Xj, x.^, 
t/2i ^3 äquivalent, oder es ist Zi, Zq, j/g ein den Gröfsen ir,, Xs, x^ äquivalen- 
tes System. Ebenso ergiebt die Zusammenstellung aller Substitutionen, aus 
welchen die Gleichungen (t) erhalten worden sind, dafs 

^l> 92' ^31 ^3^ ^3' 5*4' ■ ■ ■> ^„-2. y„-l^ ^„-1. « 

ein den Gröfsen 



äquivalentes System von Gröfsen bilden , woraus folgt , wenn man die beiden 
Systemen gemeinschaftlichen Gröfsen fortläfst, dals das System der Gröfsen 



dem System der gegebenen Gröfsen 

äquivalent ist. Da nun aus (1) die Gleichung 

a^ Xj + a^ 3^2 -I !-«„_, a;„_| + a,a;„ = fu 

folgt, so haben wir für die Gröfsen iCi, .»g, - . ., x„ ein äqiiivalentes System 
anderer Gröfsen eingeführt, von denen eine die durch die vorgelegte Gleichung 
bestimmte Gröfse u ist, was die Aufgabe verlangt. 

Um die Substitutionen selbst zu erhalten, durch welche im Vorhergehenden 
für die gegebenen Variabein nach und nach andere äquivalente eingeführt 
worden sind, suche man solche positive oder negative ganze Zahlen 

ß., f,; h' -fai ■■•; K^v t„-u 

welche den Gleichungen genügen 
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(2) /.r,-«.P, = 4, 

4-,T,-i-«j.,, = /;■ 

Man wird alsdann , zufolge der von der Elementaraufgabe gegebenen Lösung, 
die Gleichungen 

=^1 = "fl»2— -?"!> *! = — Pl!'!i + -?«li 



(3) y> - T,?, ^__ 



. + ^^ 



2/„_, = T„_i Vn—J ^-1 ' ^n = — ß„~i y„ + -y- ^„_I 

haben, von denen je zwei m derselben Horizontalleihe befindliche die ent- 
sprechende von den Gleichungen (1) ergeben. Ausserdem erhält man noch 
durch Auflösung von je zwei in derselben Horizontalreihe befindlichen Glei- 
chungen die folgenden : 

Umgekehrt wird man aus den Gleichungen (1) und (4) die Gleichungen 
(3) erhalten. 

Mittelst der Gleichungen (1), (3), (4) kann man leicht durch Elimination 
der n — 2 Hülfsgröfsen 

y-2! ^s' ■ • ■' 2'b-i 

die beiden äquivalenten Systeme von Gröfsen 

x^, x^, ..., x^^ und ^j, ^^, ..., ^„_i,«/„ 

unmittelbar durch einander ausdrücken. Man kann nämlich aus den Gleichun- 
gen (l) durch successive Substitution, indem man die letzte Gleichung fort- 
läist, die Hülfsgröfsen 

^21 y-i^ ■■ ■' y«-i 
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durch Xi, X2-, ■•■, iP„_i ausdrücken. Die Substitution dieser Ausdrücke in 
(4) und in die letzte der Gleichungen (1) giebt dann die verlangten Aus- 
drücke von Zi, «3, ..., s„_i, ^„ durch x-i, ir,, . . ., x„. Auf ähnliche Art 
werden aus dem ersten System der Gleichungen (3), indem man von der 
untersten Gleichung anfängt und die erste fortläfst, durch successive Sub- 
stitutiton die Ausdrücke der Hülfsgröfsen y^, yz% ■ ■ ■■> y„~\ durch y„, «„_i, 
2„_2, .-•, «2 gefunden, deren Substitution in die übrigen Gleichungen (3) 
die Ausdrücke von x-^, x^-, ■ ■ ■, x„ durch z^, z^, . . ., «„_,, y^ giebt. 
Aus den Gleichungen 

UVi = «i'^i + S^j' 









f.- 


-■S'.^, = L 


-.y.-i + '.-i" 


erhält 


man 


nach und nach 








S, = 




. + f.. 






p) 


Sa = 


h 


. + ^..+ 


f- 




«.-, = 


Ol 


x, + ^^, 


' + ?&"■ + ■ 


Substituirt 


man diese 


Ausdrücke in 


die Gleichun 










Sj = ?^x 


, + ^A. 










', = ?,!/ 


. + Vs. 




«.-, = K- 


1 y«-i + V„_i x. 










--T 


^..-. + t. 



c 



so erhält man die folgenden Ausdrücke der neuen Variabein 
durch die gegebenen Xi, iTg, . . ., a'„: 
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«1 = 4'- («,*, + «j a^i) + 1j a:, , 
(6) . . '* 

Die letzte von diesen Gleichungen ist die vorgelegte Gleichung selbst. 
Aus den Gleichungen 

9,^1 = V,-i !/„ — -?- 2,,-,. 



erhält man nach und nach, wenn man mit F,. das Product 

•U.H-,---r. = r' 

bezeichnet, die folgenden Werthe der Hülfsgröfsen y^^ y^, . . ., ^„_i, durch 
die neuen Variabeln ausgedrückt: 



(7) 



y«-3 = K-hn^ C 



f /" „ Z' _ ' 



1-in-l ,-H-2 ««^«-1 ,-,2 «l'Ss «3^2 
y^ = ^2 2/« - 1 3 — jT r^ — j- ■ 

Wenn man diese Werthe in die folgenden Gleichungen substituirt , welche 
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in dem System der Gleichungen (3) enthalten sind: 





»^. = -|ä.-iS'. + ^^^=f^. 






-„-, = -P,-.».-. + ^-f . 




(7«) 






':, = -htl,+ ''^. 










hält man, 


wenn man u für y„ setzt, 




-.. 


= -P.-,«+^, 




a!n^l 


= p.-. 1- rr; » + -"^^-i + ^^f^ . 










r) ' r"-^-f 1 p"-^ ""^""^ 1 ""-i^«-s 


..,,f.-,^.^. 


(8) ^-'-^ 


— IVs { ' «-2 " + ^ «-2 ^ 1 /■ 


'+ /„» ' 


*2 


= P.|-rr'. + rr^^ + --- + rJ 




^l 


r;-'. rr«.^ ... rj- 


, asS2 «2^1 



Die Gleichungen (6) und (8) , welche zu einander reciprok sind, haben die- 
selbe charakteristische Form. In jedem dieser beiden Systeme von Gleichungen 
enthalten nämlich die beiden, letzten rechts alle Glieder, und jede vorher- 
gehende Gleichung immer ein Glied weniger, so dafs die erste Gleichung 
rechts vom Gleichheitszeichen nur zwei Glieder hat. Wenn man ferner in 
einer beliebigen Gleichung rechts das letzte Glied fortlässt, so giebt das lineare 
Aggregat der übrigen Variabein, wenn man dasselbe mit verschiedenen constanten 
Factoren multiplicirt , die linearen Aggregate derselben Variabein in den folgenden 
Gleichungen. 

Ich bemerke noch , dafs , abgesehen von den zwischen den Gröfsen 
o.) ßf) 7i' fi stattfindenden Relationen (2), die Determinante sowohl der 
Gleichungen (6) als der Gleichungen (8) durch dasselbe Product 
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/, ■ /:, /■„ 

dargestellt werden kann. Die einzelnen Factoren dieses Productes werden 
zufolge der Gleichungen (2) der Einheit gleich, weslialb auch, wie es bei 
xeciproken Gleichungen zwischen zwei äquivalenten Systemen von Gröfsen nach 
dem oben angeführten Satze der Fall sein mufs, die beiden Determinanten 
selbst der Einheit gleich werden. 

Dieselbe Rechenoperation, welche zur successiven Auffindung der Zahlen 
f^i fs< ■ ■ 1 fn dient, führt zugleich auch zur Bestimmung der Zahlen ß^ und 
■^; . Denn wenn man von dem Kettenbruch , in den man den Bruch 

<V}-1 

f. 
zu entwickeln hat, um den gröfsten Theiler f^.i von ff und a,;^, zu finden, 
den letzten Partialbruch fortläfst und den übrig bleibenden Kettenbruch von 
hinten berechnet, so giebt der Zähler und Nenner des so erhaltenen Bruches 
die Werthe von ß^ und Yj- welche die Gleichung 

erfüllen. Es können also die Zahlen ß, und y, immer so angenommen wer- 
den, dafs, abgesehen vom Zeichen, 

ti+i li+i 

wird. Hieraus folgt, dafa in den Gleichungen (6), welche die statt der 
Gröfsen a?, , x^, . . ., x„ einzuführenden GrÖfsen mittelst der Formel 

geben , die Coefficienten von .Ti , x^-, ■ ■ ■, ^^.i ihrem absoluten Werthe nach 
respective kleiner als die Zahlen 

1 "1 1 _^ 1 _"£_ "■•+! 

werden. Dagegen können die Gleichungen (8), welche direct angeben, welche 
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Ausdrücke der neuen Gröfsen man für die Gröfsen .r, , ^2 ) ■ ■ ■ ? ^^ zu sub- 
stituiren hat, sehr grofse Coefficienten erhalten, da z. B. w in dem Ausdrucke 
von Xi die Zahl r"~ oder das Product ■yi 72 . - - "f„_i zum Coeflicientea hat. 
Es wird daher eine zweite LOsung wünschenswerth sein, welche solche Aus- 
drücke von Xi, Xs, .... x„ durch die für dieselben einzuführenden Gröfsen 
giebt, in denen die Coefficienten möglichst kleine Zahlen werden. 

§. 5. Zweite Lösung, 
Wenn es hlofs darauf ankommt, für ein gegebenes u Zahlen iP,, 3^^, . . ., a?„ 
zu finden, welche die Gleichung 



erfüllen, so reichen hierzu die Gleichungen (1) hin, welche die Stelle der 
gegebenen Gleichung vertreten. Schreibt man nämlich die Gleichungen (1) 
in verkehrter Ordnung, indem man zugleich f und u für f„ und j/„ setzt, so 
erhält man 

(9) 



I2 h 

Aus diesen Gleichungen kann man nach und nach die Zahlen 
X und «/ _,, X _j und »/„^g, ■ • ■ ; ^3 nnd j/^, x^ und x^ 

finden und dieselben so bestimmen, dafs, wenn i^2 und /, statt «i gesetzt 
wird , vom Zeichen abgesehen , immer 

• ' /; 

wird. Die Grenze von Xi würde von der Gröfse von m abhängen und am 
leichtesten aus der vorgelegten Gleichung selbst entnommen werden. 
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Allgemeine Ausdrücke, welche, für o?, , ^3, , . ., <i?„ gesetzt, der vor- 
gelegten Gleichung genügen, und in denen zugleich die Coefficienten ver- 
hältnifsmäfsig kleine Zahlen sind, wird man aus denselben Gleichungen (9) 
ableiten, wenn man jede derselben nach der zu Anfang entwickelten Vor- 
schrift auflöst und immer die kleinsten Werthe nimmt, welche man für die 
Coefficienten der für die beiden Variabein jedesmal zu substituirenden Aus- 
drücke erhalten kann. 

Aus der ersten Gleichung (9) 

erhält man nämlich, wenn man die Zahlen a und h' durch die Gleichung 



bestimmt, die allgemeinen Ausdrücki 



r- ' /'■ = ' 



f..-i 
f 



wo u' eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Nach Substitution dieses Aus- 
drucks von ^„_i wird die zweite Gleichung (9) 



Bestimmt man mer ganze Zahlen a", ft" und a[, h'[ durch die Gleichungen 



f-i 






so erhält man lür x„_i und y„_2 die allgemeinen Ausdrücke 
j.j = Vu + V^ii + l^u", 
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WO «" ebenfalls eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Fährt man so fort, so 
erhält man die Gleichungen 

x„_i = h" u -\- h"u' -\- -j. — u , 






",, 4.«["-V' + a^"-"«" + --- + a^' 



(«-2) _ 



wo die Zahlen al und i^ aus den Zahlen al~ und hl durch die Formeln 



/•,.-. 



.1 / ii-i+i 



(11) 



f .-2 ^ f i-i 

'B-i+1 'h-H-1 



'«-i+1 ' fn-i+l ' '«-i+2 

gefunden werden. Man erhält ferner 

(12) y„_., = a'-'n + af w'+ - - ■ + a'^^w'^-" - -"^'=1+^ ««. 

'«-,■+1 

Die Zahlen b^ können immer so bestimmt werden, dafs, abgesehen vom 
Zeichen , 

wird. 

Man sieht, dafs auch in. den Gleichungen (10) die Zahl der Glieder 
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rechts nur in den beiden letzten Gleichungen vollständig ist und in den vor- 
hergehenden immer um Eins abnimmt. Aber es wird dies nicht mehr bei 
den zu (10) reciproken Gleichungen der Fall sein, deren jede im Allgemei- 
nen sämmtliche Variabein j?,- enthält. Dafs bei dieser Lösung auch die Zah- 
len ol""^', welche die Coefficienten des für iCj gefundenen Ausdrucks bilden, 
niemals sehr grofs werden, erhellt aus den Gleichungen 

"'""" - - ir ä"^^'""" + "^^'""'' + ■ ■ ■ + ">'~/~i ' 

(12*) 

in welchen k die Werthe 1,2, . . . , n — 2 annehmen kann. Diese Gleichun- 
gen ergeben sich aus (10) durch die Betrachtung, dafs sich durch Substitu- 
tion der £ixv J!^, Xz, ■ ■ ■ , x„ gefundenen Ausdrücke das Aggregat 



auf den einen Term fu reduciren mufs. 

Da sowohl das System der Gröfsen m , 2, , ä^ , . . . , z„_-^ als das System 
der Gröfsen u, u, u\ . . . , m'"~" dem Systeme der Gröfsen x^^ x^, . . ., oc^ 
äquivalent ist, so müssen diese beiden Systeme von Gröfsen auch einander äqui- 
valent sein. Denn zwei Systeme von Gröfsen, welche einem dritten äquivalent 
sind , sind auch unter einander äquivalent. Man findet die Gleichungen, 
welche die Variabein z^^ ^ä, . . . , s„_i durch die Variabein m, «', m", . . . , m'"~^' 
ausdrücken, und mittelst deren man die beiden im Vorhergehenden gegebe- 
nen Lösungen auf einander zurückführen kann, auf folgende Art: 

Zufolge (2) genügen die Zahlen ^„_, und y„-,- der Gleichung 

und zufolge (ll) die Zahlen 4'^ und l^^ der Gleichung 



U-i+i 
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gesetzt wird. Es folgt hieraus, dafs man immer 

"t — («-("* f \ . 

'n-l-t-l 

(13) 
setzen kann, wo X^' eine ganze Zahl bedeutet. Hieraus folgt 

= - ß„_..{«<---"« + <-"«'+ ■ ■ . + a;r,"<-"i 

In dieser Gleichung ist zufolge ( 1 2) der in — ß„_; multiplicirte Ausdruck 
gleich ^„_i^i; es ist ferner zufolge (7*) 

3^„_^i = — ß„_,y„_.H-l + 7^^.w' 
und es wird daher 

(14) ^„_^, = J.'''M + Xf !('-! ^A«jM''''' + M<". 

Durch diese allgemeine Formel können die beiden Lösungen auf einander 

zurückgeführt werden, nachdem man für jedes i die Zahlen Xj' aus einer der 
Gleichungen (13) bestimmt hat. 

Beide im Vorhergehenden gegebene Lösungen hängen von der willkürli- 
chen Anordnung der Zahlen Oi, a^, . . , , a„ ab und führen je nach der ver- 
schiedenen Reihenfolge, die man zwischen diesen Zahlen annimmt, zu verschie- 
denen Systemen von GrÖfsen , welche man für die gegebenen x^, x^, ■ . ., x„ 
einzuführen hat. Eine mehr symmetrische Lösung ist die folgende. 

§. 6. Dritte Losung. 

Es soll im Folgenden angenommen werden, dafs die Coefficienten der 
vorgelegten Gleichung von einem gemeinsamen Theiler befreit sind, oder dafs 
f= I. Man kann ferner voraussetzen, dafs je n — 1 der Zahlen Oi- a^, ..., a„ 
einen gemeinsamen Theiler haben, weil, wenn dies nicht der Fall ist, die 
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Aufgabe, wie man oben im §. 2 gesehen hat, immer auf eine einfachere zurück- 
geführt werden kann, in welcher diese Voraussetzung stattfindet. 

Es sei hi die gröfste Zahl , welche alle Zahlen Ci , ag , . . . , a„ aufser a,- 
theilt, so werden je zwei von den Zahlen ^1,^3, . . . , h„ zu einander relative 
Primzahlen sein. Denn ein gemeinsamer Theiler von k^ und A^ müfste alle 
Zahlen a^, a.^, . . . , ö„ aufser a^ und auch alle Zahlen aj , aj > ■ ■ ■ 1 «„ aufser 
a^ theilen ; da zu den letzteren Zahlen auch Oj gehört, so müfste derselbe alle 
Zahlen Oi , a^ , . . . , a„ theilen , die doch keinen gemeinschaftlichen Theiler 
haben sollen. Umgekehrt ist a^ durch alle Zahlen h^, k^, . . . , h„ aufser A,- 
theilbar, und da keine zwei von diesen Zahlen einen gemeinsamen Theiler 
haben, so mufs a^ auch durch das Product aller Zahlen ki, h^, . . . , k„ aufser 
kf theilbar sein. Wenn man daher 

(15) Ji,h...h == H, a. = -^m. 

setzt, so wird m^ eine ganze Zahl, und es kann diese ganze Zahl keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler mit h. haben, weil dieser wieder gegen die Voraus- 
setzung alle Zahlen äj, «3, . . ., a„ theilen müfste. 

Da hi alle Zahlen Oi, Og, . . ., a„ aufser a,. theilt, so folgt aus der vor- 
gelegten Gleichung, dafs x^ einer Gleichung von der Form 

(16) a.x. 4- h.w^ ^ M 

genügen mufs. Bestimmt raaii daher zwei positive oder negative ganze Zah- 
len Ci und df durch die Gleichung 

(17) a.c.-i-h.ä. = 1, 

so wird, wie man weifs, der allgemeine Werth von x^ die Form 

(18) *,• = C;M -)- h.v^ 
erhalten, in welchem, abgesehen vom Zeichen, 

c. < ^ h. 

angenommen werden kann und Vf eine ganze Zahl bedeutet. 
Wenn man die vorgelegte Gleichung 
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durch ü dividirt, so erhält sie nach Substitution der Gleichungen (15) die 
Form 

•IQ, mxX\ . m^X'i . m„x„ ti 

^^^^ n^ + ~1^ + ■■■ + -h^ s ■ 

Suhstituirt man in diese Gleichung für a?, , o^a , . . . , ir„ ihre durch die For- 
mel (1 8) gegebenen Werthe 

X. = c.u-{-k.v. 
und setzt 

,1,^, 1 i m,Ci m2C2 w„c„ 1 

(20) __j_^ + .^^ + ...+ _j_j =j, 

so erhält man 

(21) m^Vj -i- m^v^ -\- • • ■ -\- >w = gu. 

In dieser Gleichung (21) ist ff eine ganze Zahl. Multiplicirt man 
nämlich die Gleichung, durch welche ff bestimmt ist, mit H, so erhält man 
vermöge (1 5) 

Es ist aber die Gröfse links eine ganze Zahl, welche durch jede der Zahlen 
hl, Aa, . . . , Ä„ theilbar ist. Benn es' theilt jede dieser Zahlen Ä,- nach der 
Voraussetzung alle Zahlen a^, Og , . . . , a„ mit Ausnahme von a, und ver- 
möge (17) auch die Zahl 1 — o.^c^ und mithin die Zahl 

l-|«.q + <x,c,+ ---+a„cj. 

Es wird daher die letztere Zahl auch diirch das Product H = kihz . . . k„ 
theilbar sein, da je zwei von den Zahlen Ai, Ä^, . . ., A„ relative Primzahlen 
zu einander sind ; und da diese Zahl gleich ffH ist , so wird ff H eine ganze 
durch H theilbare Zahl, und mithin ff eine ganze Zahl sein. 

Durch die vorhergehenden Betrachtungen wird die vorgelegte Gleichung 

«1^1 + S^2 H 1- %^,. = "' 

in welcher cti, Og, . . ., a„ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, aber je 
n — 1 von diesen Zahlen mit einem gemeinschaftlichen Theiler behaftet sind, 
auf die Gleichung 

m,Vj + m^v^ -j + m^i-,, = gu 
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zurückgeführt. Hat man nämlich ein den Gröfsen «j , v^-, ■ . ■ , f„ äquivalen- 
tes System von Giöfsen, von welchen eine die durch die Gleichung (21) be- 
stimmte Gröfse gu ist, gefunden xmd setzt die für JJi, »2, . . . , w„ zu sub- 
stituirenden Ausdrücke in die Werthe von x^, ^2 , . . . , x,,, welche durch 

die Gleichung (18) 

X. ^^^ c^u -\- h^v^ 

gegeben sind, so hat man die für Xi, X2, . ■ . , ic„ zu substituirenden Aus- 
drücke, welche der vorgelegten Aufgabe Genüge leisten. 

Die Gleichung (21) unterscheidet sich von der vorgelegten Gleichung 
in mehreren Punkten. Zunächst bemerkt man, dafs an die Stelle von u die 
Gröfse gu getreten ist, so dafs in den für Vj, v^, . . . , v„ zu substituirenden 
Ausdrücken die Coefficienten von m immer den Factor g haben müssen. Denn 
es hat g keinen Theiler mit sämmtlichen Zahlen m^, m^, . . . , m„ gemein, 
weil diese Zahlen überhaupt keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, indem 
sonst, wie aus (15) erhellt, auch sämmtliche Zahlen a, , a^, . . ., a„ einen ge- 
meinschaftlichen Theiler haben müfsten, was gegen die Voraussetzung ist. 
Aber die Gleichung (21) unterscheidet sich von der vorgelegten Gleichung 
wesentlich dadurch, dafs es unter den Zahlen mj, »»2, . . ., m„ auch keine 
n — 1 giebt, welche einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Denn hätten 
z.B. die n — 1 Zahlen mj, jw^, . . ., m„_, einen gemeinschaftlichen Theiler^, 
so würde aus den Gleichungen 

folgen, dafs sämmtliche Zahlen Oj, u^, ..., a„_i durch ^Ä„ theilbar sind, 
was der Voraussetzung, dafs Ä„ der grösste gemeinschaftliche Theiler von 
a,, Og, - . . , a„_i sein soll, zuwider ist. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dafs man unter den Zahlen m,, m^, ..., m„ 
immer n — 1 oder weniger wird angeben können, welche keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben. Es wii-d dies sogar auf mehrere, wenigstens auf n 
Arten geschehen können. Es kann daher nach der im Anfang gemachten 
Bemerkung die Gleichung (21) unmittelbar auf eine andere zwischen nur •^ 
Variabein zurückgeführt werden, wo v < m, und man kann in dieser Glei- 
chung, wie es in der vorgelegten vorausgesetzt worden ist, wieder annehmen, 
dafs zwar alle v Coefficienten keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, aber 
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je ^ — 1 derselben mit einem gemeinschaftlichen Theiler behaftet sind. Denn 
gäbe es unter den v Variabein >j — 1, deren Coefficienten keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben, so würde man die Gleichung (21) auf eine zwischen 
diesen v — 1 Variabein stattfindende Gleichung zurückführen können. 

Die Zurückführung der vorgelegten Gleichung auf die Gleichung (21) 
wird hiernach immer eine wirkliche Vereinfachung gewähren, indem die 
Gleichung (21) sich unmittelbar auf eine der vorgelegten ganz ähnliche Glei- 
chung zwischen weniger Variabein reducirt. Diese letztere hat man dann 
wieder einer ähnlichen Reduction zu unterwerfen und so fortzufahren, bis 
man auf eine Gleichung kommt, in welcher einer der Coefficienten der Bin- 
heit gleich ist, in welchem Falle, wie man im §.2 gesehen hat, die Lösung 
unmittelbar gegeben ist. 

Das Verfahren, durch welches die vorgelegte Gleichung auf die Glei- 
chung (21) zurückgeführt worden ist, bezog sich auf alle Variabein x^, x^, .■-, ir„ 
auf eine vollkommen gleichmäfsige Art. Aber in Betreff der weiteren Re- 
duction findet eine gewisse Willkür statt, indem sich, wie man gesehen hat, 
aus den Zahlen m^, »la , . . . , m„ immer auf mehrere verschiedene Arten 
Gruppen solcher Zahlen auswählen lassen, welche keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben; jeder solcher besonderen Gruppe aber wird immer ein beson- 
derer Verlauf der ferneren Eechnung entsprechen. Wenn es unter diesen 
Gruppen eine giebt, welche aus einer kleineren Anzahl von Coefficienten als 
alle übrigen besteht, so wird man in der Regel vorzugsweise diese auswählen. 

Die Gleichung (21) bietet auch noch dadurch eine wesentliche Reduc- 
tion der vorgelegten Gleichung, dafs in ihr die Coefficienten im Verhältnifs 
zu ihren ursprünglichen Werthen immer überaus verkleinert sind. Ist z. B. 
» = 5, so sind die kleinsten Werthe , welche die fünf ursprünglichen Coeffi- 
cienten annehmen können, wenn nach der gemachten Voraussetzung keine 
vier ohne einen gemeinschaftlichen Factor sein sollen, 

210»»,, 330 »»2, 462^3, 770 m;^, 1155 m^. 

Man sieht hieraus, wie viel kleiner die Zahlen »»i, % etc. oder die Coef- 
ficienten der reducirten Gleichung (21) als die Coefficienten der vorgelegten 
Gleichung «i, Oa etc. werden müssen. Es wird daher in der Regel eine der 
Zahlen m^, m^ etc. der Einheit gleich werden, in welchem Falle die Auf- 
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gäbe gelöst ist. Wenn z. B. m„ = 1, so hat man nur nöthig, in der Glei- 
chung 

x^ =^ c^u -\- h V 
für ®„ seinen Werth ans (21) 

K^ 9^— (»»1«, -\-m.^%^ + '«„_,'-■„_, ! 

einzuführen, wodurch man 

^« = K-^0K)'>i — K\^i^i + %^3+ ■ ■ ■ +'»„_i«„_ij 
erhält. Es bilden dann u, v,, u^, . . ., d„_i das für ir^, iTj, . . . , ir„ einzufüh- 
rende äquivalente System von Gröfsen, durch welche x^, x^, . . . , x^ mittelst 
der vorstehenden Gleichung aus den Gleichungen (18) ausgedrückt werden. 

§. 7. Vierte Lösung. 

Im 2**" Bande der Opuscula Analytica von 'Euler S. 91 (wieder abge- 
druckt im 2"" Bande von Leonhardi Euleri Commentationes Aritktneticae 
collectae, Petersburg 1849, S. 99) findet man in einer Abhandlung De relatione 
inter te)-nas pluresve quantitates instituenda eine Methode, um einen Ausdruck 

aA-^lB + cC, 

in welchem A, B, C gegebene Gröfsen sind, durch möglichst kleine ganze 
positive oder negative Zahlen a, b, c der Null gleich zu machen, wenn A,B, C 
rational sind, oder, wenn dies nicht der Eall ist, dieses näherungsweise zu 
erreichen, oder auch, wenn zwischen den irrationalen Gröfsen A, B, C eine 
solche lineare Relation 

aA-^hB + cC = 0, 

in welcher a. b, c ganze Zahlen sind, stattfindet, diese zu entdecken. Die 
Methode ist der der successiven Division bei ganzen Zahlen analog, indem 
man die beiden gröfseren von den gegebenen Gröfsen immer durch die Reste 
ersetzt, die sie durch die kleinste dividirt übrig lassen, so dafs der kleinste 
Rest der nächste Divisor wird. 

Euler setzt die erwähnte Methode an mehreren Beispielen auseinander, 
wobei er zeigt, wie man für die zu suchenden ganzen Zahlen allgemeine 
Formeln finden kann. Es soll hier genügen , die beiden ersten Beispiele zu 
VI. 48 
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wiederholen , wobei nur , ohne den Gang der E u 1 e r sehen Rechnung zu än- 
dern, auf der rechten Seite statt allgemeiner m gesetzt werden soll, damit 
man sogleich sieht, wie diese Methode auch auf das hier behandelte Problem 
Anwendung findet. 

Erste Aufgabe. Solche ganze positive oder negative Zahlen a, b, c zu 
Jmden, dass 

49 a + 59 6 + 75 c = 0. 

Die E u 1 e r sehen Rechnungen lösen die aUgemeinere Aufgabe , für 
a, b, c solche Ausdrücke äquivalenter Gröfsen, von denen eine u ist, zu fin- 
den, dafs 

49a + 596 + 75c = u. 

Nach der allgemeinen Regel hat man zu setzen: 

fl+ &+ c = d, 10& + 26c + 49(? ^ M 

& + 2c + 4rö = e, 6c+ 9(? + 10e = u, 

(22) 

c+d+ e = f, 3d+ ie+ Qf = u, 

d+ e + 2/- = 3, e + 3^ ^ m. 

Euler bricht die Rechnung früher ab, indem er, was für seine Aufgabe, in 
welcher m = 0, verstattet ist, sogleich 3 « für e setzt, wodurch auch eine ge- 
ringe Modification in den folgenden Zahlen herbeigeführt wird. 

Aus dem zweiten Systeme der vorstehenden Gleichungen folgt nach und 

nach 

e = M— 3g, 

d = — M+ ig-~2f, 

c= - ^ + 3/-, 

h = riu — llg-\-2f 

und aus der ersten Gleichung des ersten Systems 

a = ~6m+ 22g— If, 

und man sieht in der That, wenn man die vorstehenden, für a, 6, c gefunde- 
nen Ausdrücke substituirt, dafs die Gleichung 

49(— 6M + 22S' — 7/-) + 59(5M-17^+2/') + 75f— ^+3/-) = u 

identisch erfüllt wird. Die Eul er sehen Werthe von a,h,c werden aus den 
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vorstehenden erhalten, wenn man u ^= ^ und f — 2e und — e für /"und g 
setzt. 

Die vorstehende Lösung hat die Eigenschaft, dass sämmtUche Coefßcien- 
ten des in die gröbste Zahl multipUcirten Ausdrucks die absolut kleinsten Werthe 
erhalten, nämlich die Werthe 0, — 1, 3. 

Wollte man dieselbe Aufgabe nach den früher angegebenen Methoden 
lösen, so würde man 

590 + 75c = ?/ = if — 49a, 

l r= 14?/ + 75^== 14m— 686a + 75^, 
c = —llij — 5ds ^ — 11 M + 539a— 593 

zu setzen haben, und man sieht, mit wie grofscn Coefficienten in den Aus- 
drücken von b und c man den Vortheil erkaufen mufs, die eine Gröfse a 
unverändert zu lassen , oder für die eine Gleichung blofs a ^^ « zu setzen. 
Man findet ferner aus dem ersten Systeme der Gleichungen (22) 

f ^ e + (? + c = od-\-5c-\-b = 8c + 6ö + 5«, 
g ^ 2/'+e + d = 3e + 3rf+2c =- läd + ^c-^^h ^ 23c+18& + 15a. 

Es werden demnach die beiden reciproken Systeme von Gleichungen zwischen 
den beiden äquivalenten Systemen der Gröfsen a, h, c und u, f, g 

u = 49« +59 6-1- 75 c, 
/ ^ 5a+ 66-|- 8c, 
g = I5a+ 186 + 23 c. 

Aus dem zweiten Systeme dieser Gleichungen ersieht man, dafs die Aufgabe, 
zu der Reihe der Zahlen 49, 59, 75 zwei andere Reihen von 3 Zahlen zu fin- 
den, so dafs die Determinante aller 9 Zahlen der Einheit gleich wird, durch 
die Zahlen 



15 18 23 
gelöst wird. 

Wegen der Neuheit dieser Methode, die, obgleich seit 1775 publicirt, 
doch niemals angewendet worden zu sein scheint, will ich noch ein anderes, 



a = ■ 


-6«-?/'+ 22(7, 


t> = 


6« + 2/- 17s, 


c = 


3/- g, 
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rO,3;j + - 



-a„x„ = fit. 



von Euler gegebenes complicirteres Beispiel, jedoch wieder in seiner allge- 
meineren Form, hinzufügen. 

Zweite Aufgabe. Die GrfSssm a, h, c durch andere äquivalente, von 
denen eine u ist, aus2udrücken, so dass 

1 000 000 (t + 1 414 214 6 + 1 732 031 c = M 
wird. 

Die in b und c multiplicirten Zahlen , durch den Coefticienten von a 
dividirt, sind hier die Näherangswerthe von ^ und ^"3. 

Man erhält zufolge der Eni er sehen Rechnung nach und nach 



4142146 + 732051c + lOOOOOOi = 

317837c + 171572(^+ 414214e = M, 

146265c + 71070e + 171572/' = «, 

4125c + 29432/' + 71070sf = 11, 



1+ c+ 2(i 

d+ c + 2 e = /, 

« + 2c+ 2f = J, 
C+7/+17S = », 

/+ J+ 7» = i, 

9+ h+ 2i 

g+ i+ 2t = i, 

3f) + i + 6 ! 

g+ 1+ M : 
>» + „ : 

n -{- 3p - 
p-\- 2q ■- 

Euler, welcher u = hat, setzt die Rechnung nur bis zur Gleichung 

fort, die er durch die Annahme 

g = l^ l — —l^ «^ = 
erfüllt, wofür er nach und nach findet 



557/ + 


9459 + 


4125* = « 


388,; + 


2264 + 


557i = « 


1629 + 


lOöi + 


226i = u 


57.,+ 


161 + 


105 i = M 


9<; + 


9! + 


16m ^ M 




7.« + 


9» = w 




2» + 


7y = « 




P + 


2« = » 



18 



/ = 



^135, c i^ 946, 
(89, (( =- 8104. 



e ^ —1621, 



d = 2161, 
Mittelst der vorstehenden Gleichungen kann man durch successive ein- 
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fache Substitutionen leicht a, fc, c durch /, q, u, oder umgekehrt /, q, u durch 
a, 6, c ausdrücken, wovon das eine hinreicht. Das Letztere wird dadurch 
eine Erleichterung gewähren, dafs man den Ausdruck von u schon kennt, da 
er durch die vorgelegte Gleichung gegeben wird ; dagegen wird man bei der 
Aufgabe, a, b, c durch l, q, u auszudrücken, mit kleineren Zahlen zu thun 
haben. 

Man erhält nach und nacli 

q = n -\- 3p = dm-{- in = ig + il -\- Im = 2üg -j- 77c + iU; 
2 — 46; ^ 253 + 7/.; = 32y + 7A + Ui -= Uf + i&g + 105Ä 
= 105c + 749/'+ 1831(7 = 1831 e + 3767 c + 4411/" 
= Und-\- S178C + 10653e = 106530+ 18831c + 25717d 
= 25717a + 303706 + 44548c; 
l = g-\-i-\-21c = 3ö'+ 2/*+ 5i = 5/+ 83 + 37Ä ^ 37c + 264f+637£r 
= 637e+ 1311c + 1538/' = 1538<i + 2849c + 37I3e 
^ 37136 + 6562c + 8964d ^ 8964tt + 126776 + 15526c. 

Hieraus ergeben sich durch Substitution zwischen den Gröfsen a, b, c und 
u. l, q die folgenden Gleichungen : 

u = lOOOOOO« + 14142146 + 1732051c, 

49/ — 2 = 1175«+ 16616+ 2030c, 

;= 8964(1+ 126776+ 15526c, 

welche man durch die E u 1 e r sehen Werthe 

M = 0, 2 = 0, l = —1, 

a = 8104, 6 = -—6889, c = 946 

prüfen kann. Durch Umkehrung dieser Gleichungen erhält man die Aus- 
drücke von a, b, c durch u, q, l; doch ist diese Umkehrung, da sie die Bil- 
dung von 18 Producten erfordert, beschwerlicher, als wenn man die Aus- 
drücke von a, b, c durch m, q, l direct durch die successiven Substitutionen 
sucht. 

Durch die im Vorhergehenden befolgte, von Eni er gegebene Regel, im- 
mer durch den kleinsten der drei Coefficienten zu dividiren, wird in dem zwei- 
ten Beispiel, wie man sieht, der Gang der Rechnung unregelmäfsig, indem die 
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zuerst eingeführten Gröfsen nicht auch immer zuerst wieder elirainirt werden, 
und nicht jeder der Ausdrücke , für welchen eine neue Gröfse gesetzt wird, 
aus den zuletzt eingeführten Gröfsen besteht. So kommt die Gröfse c in fünf 
Gleichungen , die Gröfse g gar in sieben Gleichungen vor , dagegen d, e, h, i, k 
nur in drei Gleichungen, während bei einer regelmäfsigen Ordnung jede 
Gröfse, die ersten und letzten ausgenommen, in vier Gleichungen vorkommen 
müsate, wie f. Um einen regelmässigen Gang der Rechnung zu ei-kalten, mtiss 
man immer durch den Coeffidenten derjenigen Grösse dividiren , welche in der 
Reihenfolge, wie sie zuerst eingeführt worden, vorangeht^ Um aus drei positiven 
Coefficienten a, ß, f Gröfsen, von denen die erste a kleiner als die dritte 
-^ ist, die nächst folgenden a', ß', ■{ zu erhalten, nimmt man 

a' = ß — »i«, ["l' =: Y — '*'^f l' = «, 
wo m und n resp. die ganzen Zahlen bedeuten, welche zunächst kleiner als 
die Brüche -2- und -^ sind. Man wird also, wenn a > ß ist, m — 0, a' — 8 
erhalten. Die drei ersten Coefficienten oder die Coefficienten des gegebenen 
Ausdrucks kann man der Gröfse nach ordnen , wie dies in den beiden be- 
gebenen Beispielen geschehen ist. 

Wendet man diese Regel auf das zweite Beispiel an, so werden die 
successiven Eeductionsformeln für die allgemeine Auflösung der Gleichung 
1 000000« +1 414 2Ui+ 1732051c = u 



die folgenden: 












« + 


h+ e = d, 


4142Ui +732051C + 1000000 rf 


= M 


6 + 


e+ id = e, 


31T837C + 


71572d + 


414214c 


= M 


c 


+ e = f , 


171572d + 


96377 e + 


317837f 


= u 


d 


+ f = !J, 


96377 8 +146265/- + 


171572^ 


= u 


« + 


f+ g = ''■ 


49888/ + 


75196j; + 


96377 Ä 


= « 


/' + 


9+ h = i, 


25307» + 


46489 A + 


49888 i 


= u 


9 + 


h+ i = i, 


21182A + 


24581.' + 


25307 Ä 


= u 


* + 


i+ h=l, 


3399i + 


4125/; + 


21182! 


= 1. 


i + 


!i+ 61 = .«, 


726 i + 


788 ( + 


3399.» 


= u 


h + 


l + 4« — « , 


62! + 


496.» + 


726» 


= » 


! + 


m+ Um ^ p, 


61.» + 


44« + 


62_p 


= u 


m 


+ P = i, 


44..+ 


P + 


61 (i 


= « 


n 


+ i = ', 


J. + 


nq + 


44 r 


= u 


p + nq + iir = ». 
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Aus diesen Formeln erhält man, wenn man von den letzten ausgeht, durch 
successive Substitutionen die Ausdrücke von a, b, c durch «, r, q, oder, wenn 
man von den ersten Gleichangen ausgeht, die reciproken Ausdrücke von 
u, r, q durch «, h, c. Ich will hier nur die ersteren suchen. Man erhält 
die Coeflicienten von u in den Ausdrücken von a, h , c, wenn man in den 
vorstehenden Formeln «—!,)• — 0,^ = setzt; die Coefficienten von r, 
wenn man in denselben Formeln u^=(i, r=\, q=o setzt, die Coefficienten 
von q, wenn man « := 0, »■ = 0, j = 1 setzt. Auf diese Weise erhält man 
nach und nach, 

wenn m=1, r^^O, j^O: 

^ = 1, » = 0, m = —1, Z = 8, & = —4, i = —45, ä = 57, g = —16, 
f = —86, e = 159, d ^ IQ, c = —215, h = 264, a = 51; 

wenn m^=^0, )'=1, 5=0: 
p = ~U, n=l, m=^ii, l = —dGd, ft = 18S, i = 2034, Ä = — 2585, ^ = 739, 
/■ = 3880, e=— 7204, <? = — 3141, c = 11084, ö = — 12006, a = — 2219; 

wenn u = 0, r = 0,, 5 ^^ 1 : 
p = —n, )! = — 1, »i=18, Z = — 132, /c=59, i = 751, A = — 942, ^=250, 

f = 1443, e = —2635, d = —1193, c = 4078, b = —4327, a = —944. 

Hiernach werden die gesuchten Formeln 

a = 5lM— 2219r— 944^, 

h = 264 M — 12006 r — 4327 g, 
c = — 245M+ 11084r + 40782. 
Um aus denselben die Euler sehen Werthe 

a = 8104, b = —6889, c = 946 
abzuleiten, hat man 

M = 0, r = 24, 2 = —65 
zu setzen. 

Um die einfachsten Formeln zu haben, mufs man nicht, wie im Vor- 
hergehenden, bei der Gleichung 

p-]- l1q-{- 44r = u 
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stehen bleiben, sondern mufs noch die folgenden hinzufügen: 

q-\-2r=^Sf iJ + 10r+17s =m, 

r~\- s = t, p+ ls-\-10i == u, 

s+ t = V, j)+ 3t -i- Iv = u, 

t + 2v ^ tv, p+ v+ 3w = u. 

Aus diesen Gleichungen folgt nach und nach 

t = IV— -^v, s = ^v~w, r = 2?c — 5w, q = IZv — bw. 

Die Substitution der Werthe von r und q in die obigen Ausdrücke von 
a, h, c giebt die viel einfacheren 

a = 5lM — 11772;+ 282w, 

l = 264M + 3779r — 2377iy, 

c = — 245 M — 2406 !> -|- 1778 w. 

Man erhält hieraus, wenn man M = o,t! = o, at=l setzt, die Werthe 

a = 282, b = —2377, c = 1778, 

welche kleiner als die von Eni er gegebenen sind; diese letzteren gehen aus 
den vorstehenden Formeln hervor, wenn man 

M = 0, w = — 10, w ^ —13 
setzt. 

Über die im Vorstehenden durch ein Beispiel erläuterten Algorithmen 
lassen sich , wie man aus der folgenden Abhandlung ersehen wird , analoge 
Betrachtungen wie bei der Theorie der Kettenbrüche anstellen. Ich will mich 
dabei , wie in dem vorhergehenden Beispiele , auf Ausdrücke von drei Gröfsen 
beschränken, obgleich dieselben Betrachtungen ohne Schwierigkeit auf Aus- 
drücke von jeder Anzahl von Gröfsen ausgedehnt werden können. 
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ALLGEMEINE THEORIE DER KETTENBRUOHÄHNLIOHEN 

ALGORITHMEN, IN WELCHEN JEDE ZAHL AUS DREI 

VORHERGEHENDEN GEBILDET WIRD. 

(Aus den Unterlassenen Papierea C. G. J. Jacobi's mitgetheilt durch E. Heine.) 



Borchardt Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 69 p. 29 — 64. 



Beziehungen unter den Ausdrücken, welche an die Stelle der Zähler und 
Nenner von Naherungsbrüchen treten. 



Es seien 


§■ 


1. 




a, Oj 


. <h 


urthestimmte Zahlen, dagegen 






l, m, 


^1 1 '^^1 1 


l„ «.„ 


gegeheM Gröfsen; ferner 






o+ i 


», +». 


», = ",: 


(1) «.+ l, 


S +«: 


,«, =», 


«, + !,» 


^^, + », 


f"t-|-s ~ ">4 



SO kann man durch successive Substitutionen sowohl «,4.3, a^^. a-^^i durch 
a, «1, Oa, als auch umgekehrt a, «i, «2 durch a^,, «^g, a,^ ausdrücken. 
Bei diesen successiven Substitutionen, in denen man immer jede der allge- 
meinen Gröfsen a^ entweder durch die vorhergehenden oder durch die fol- 
genden ausdrückt, hat man niemals eine Division auszuführen, weil in der 
VI. 49 



Hosted by 



Google 



ÖÖb ALLQBHEINE THEORIE DER KETTENBBDCHÄHNLICHEN ALOORITHMEM , 

Gleichung, welche zur Elimination einer Gröfse angewandt wird, diese Gröfse 
immer den Coefficienten I hat. Setzt man, daher 

a ^ p.a. + q^a^,-j-r.a^^, 

(2) », = P\ »i + % Vi + '"-' "h-2 ' 

und umgekehrt 

(3) a^^, = F^,a+F-^,.,+F;^,a,, 

so werden in "beiden Systemen von Gleichungen die Coefficienten ganze rationale 
Functionen der Gröfsen 4 und w^, und es werden daher, wenn ^ und m^ 
ganze Zahlen sind, auch die Coefficienten in (2) und (3) ganze Zahlen. Hier- 
aus folgt nach dem im §. l der vorhergehenden Abhandlung (cfr. pag. 355 dieses 
Bandes) bewiesenen Satze, dafs in beiden Systemen von Gleichungen die Deter- 
minante gleich ± 1 sein mufs, was natürlich auch allgemein statthat, wenn 
für 4 ^^^ »** beliebige Zahlen gesetzt werden. Denn keine ganze rationale 
Function mehrerer Gröfsen kann für unendlich viele Systeme von Werthen 
dieser Gröfsen einen bestimmten Werth annehmen , wenn sie sich nicht iden- 
tisch auf diesen Werth reducirt. 

Fügt man zu (3) die Gleichung 

a^ = -Ph-3 " + ^m "i + -^^3 «»a 

hinzu und substituirt die Werthe von «,■, a^^, a^g, «^ in die zwischen die- 
sen vier Grössen stattfindende Gleichung 

so erhält man eine lineare Gleichung zwischen den Gröfsen a, «i, a^, die 
identisch sein mufs, da «, «i, «2 ganz beliebige Gröfsen bedeuten. Es kön- 
nen daher die Coefficienten von a, «i, «a auf beiden Seiten der Gleichung 
einander gleich gesetzt werden, was darauf hinauskommt, dafs man von den 
Gröfsen «, Oi, a^ zwei gleich und die dritte gleich 1 setzt. Man erhält 
hieraus die folgenden Gleichungen, welche zeigen, wie man jede der Gröfsen 
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P,, P,', P," aus drei vorhergehenden oder drei folgenden bilden kann: 

(4) P'»^ = '',F^. + l,Pm + P:- 

Setzt man ferner in (2) *-|- 1 für * und substituirt für «,^3 seinen Werth 

a^ = )«,a,^3 + /.«^, + «,, 

so erhält man für jede der Gröfsen a, Ö1, a^ einen doppelten Ausdruck durch 
a^ , a^.1 , a^2 und daher drei Gleichungen zwischen a^ , a^, , «^2 , welche 
identisch sein müfsen, da auch «^, öj+i. a^.^ beliebige Gröfsen sein können. 
Setzt man die beiden Ausdrücke von a einander gleich, so erliält man 

und daher 

(5) i>, = r^, , % = P,+, -\- ^;^^+i , r. = q^, + m.r.,^^ , 
oder umgekehrt 

(6) P^-i = Q>~lPi, %+, = r. — m^p., r^, = P,. 

Diese Gleichungen zeigen, wie man aus den Gröfsen p^. q^, r^ die 
nächst folgenden oder nächst vorhergehenden bilden kann. Man hat ferner 
aus (6) 

(7) «H-i = -P>-i ~ "*■■ ^' ^ -^H-ä + ^'+1 ^^1 ' 
und daher 

(8) Pi^2 = -P.-I — ™i Vi — Wi ^H-i ■ 

Vermittelst dieser Gleichung kann man jede Gröfse Pf aus den drei 
vorhergehenden oder drei folgenden bilden ; die Gröfsen y^ und r^ werden 
dann aus den Gröisen p^ mittelst der Gleichungen (7) und der Gleichung 
r^ = M,._j erhalten. Ganz dieselben Relationen erhält man zwischen den ana- 
logen, mit einem oder zwei oberen Accenten versehenen Gröfsen. 

§■2- 
Man beweist leicht aus den allgemeinen Eigenschaften der Determinan- 
ten, dafs die Determinante der Gleichungen 

49* 
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(9) «1 = Pl a. + q- «.^, +r'.a^, 

"2 = P'J »i + q- Vi + ^'i "^f 2 

unverändert bleibt, wenn man den Indes i um eine Einheit vermehrt, oder 
dafs sie der Determinante der Gleichungen 

« =PH-iVi + ^.+iV^ + Vi'*i4^' 
(10) «. = P'^i «^.1 + q'+, a.^, + r^, a.^ , 

gleich wird. Um die Determinante vollkommen zu bestimmen, will ich an- 
nehmen, dafs immer das Product der Coefficienten , welche in derjenigen 
Diagonale sich befinden , die von oben links nach unten rechts sich erstreckt, 
das positive Zeichen haben soll. Eine Eigenschaft der Determinante besteht 
darin, dafs sie (auch in Bezug auf das Zeichen) unverändert bleibt, wenn 
man die Coefficienten einer Verticalreihe mit demselben Factor multiplicirt 
zu den Coefficienten einer anderen Verticalreihe hinzufügt. Wenn man da- 
her in (10} die Coefficienten der dritten Verticalreihe, respcctive' mit l^ und 
m.. multiplicirt, zu den Coefficienten der ersten und zweiten Verticalreihe 
addirt, so bleibt die Determinante unverändert. Diese Veränderung der Coef- 
ficienten wird auch erhalten, wenn man für a^^ seinen Werth 

substituirt. Die Relationen zwischen den Coefficienten, welche sich auf den 
Index i , und den Coefficienten , welche sich auf den Index i + 1 beziehen, 
sind aber so bestimmt worden, dafs durch die Substitution dieses Werthes 
von a^^ die Gleichungen (10) sich in die Gleichungen 

«1 = Q't ^'^.l + r'. a .^^ + p'. a. , 

verwandeln. Diese Gleichungen kommen mit (9) überein, nur dafs die Ver- 
ticalreihen alle eine Stelle nach links gerückt sind, and die erste die letzte 
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geworden ist. Hierdurch bleibt das Zeichen der Determinante ungeändert 
oder geht in das entgegengesetzte über, je nachdem die Zahl der Gleichungen 
ungerade oder gerade ist. Die Determinante, welche in der Theorie der Ketten- 
hrüche, wenn i um eine Einheit wächst, immer das Zeichen ändert, wird 
also in den hier betrachteten Algorithmen unverändert bleiben. 

Dafs auch die Determinante der Gleichungen (3) unverändert bleibt, 
wenn man in den Coefficienten i um 1 vermehrt, kann man folgendermassen 
beweisen. Wenn man zu einer Horizontalreihe der Coefficienten die übrigen 
Horizontalreihen mit verschiedenen Factoren multiplicirt hinzufügt , so bleibt 
die Determinante auch in Bezug auf das Zeichen unverändert. Wenn man 
daher in den Gleichungen 

a. = P.a -\- F'.a^ -i- F^'a^, 

(11) Vi = -P-+i'' + -P;f.''i + -P^i«2 = 

die zweite Horizontalreihe mit l^ und die dritte mit m, multiplicirt zur ersten 
Horizontalreihe hinzufügt, oder, was dasselbe ist, wenn man statt der ersten 
Gleichung diejenige setzt, welche den AYerth von 

giebt, so bleibt die Determinante ungeändert. Es bleibt also die Determi- 
nante ungeändert, wenn man die erste Gleichung durch die Gleichung 

ersetzt, oder, was dasselbe ist, wenn man in (II) «-j-1 für i setzt, die 
Gleichungen alle um eine Stelle herunterrückt und die letzte zur ersten 
macht. Durch dieses Verrücken der Gleichungen bleibt aber die Determinante 
ungeändert oder ändert das Zeichen, je nachdem die Anzahl der Gleichungen 
ungerade oder gerade ist. Sie wird also in der Theorie der Kettenbrüche, 
in welcher diese Anzahl 2 beträgt, so oft i um eine Einheit wächst, das 
Zeichen ändern und in der hier auseinandergesetzten Theorie unverändert 
bleiben. Man sieht, wie diese Beweise mit Hülfe der allgemeinen Sätze von 
den Determinanten ohne die geringste Aenderung auch für die allgemeineren 
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Algorithmen gelten, in welchen jede GrÖfse, statt aus drei, aus n vorher- 
gehenden oder folgenden b'estimmt wird. 



§.3. 

Ich will jetzt die Coefficienten der Gleichungen (9) und (11} für die 
ersten Werthe von i angeben. 

Setzt man in (9) i = , so müssen sich die Ausdrücke rechts identisch 
auf a, a, , Og reduciren, wenn man a für a^ setzt. Es wird demnach 

j)p = 1 . g^ = , r^ = , 

p'^ = 0, q^= 1, r'^ = 0, 

Pg = 0, ?; == 0, r; = 1. 
Mit Hülfe der Gleichungen (6) 

?.■+! = it — ^Pi' «H-l = ^i — '^iPt' **^l = Pi 

und der ähnlichen, welche für die mit einem oder zwei Accenten versehenen 
Gröfsen stattfinden, folgt hieraus 

P^ -_ __;^^ 2i ^ — "»o, ''i ^ 1| 

i>l = 1 7 Si = , r[ = 0, 

p'^ = 0, g|' =^ 1 , ^1' ^ , 
und hieraus zufolge derselben Gleichungen 

P2 = — ™o~l~^o^i' ^2 "^ -^ "1" ^o***!' ^-2^^ — 'o' 
i'a = — ^1 ' 9ä = — '»1 . *"2 = 1 ' 

i>; = 1, «;' = 0, r;-^ 0. 

Aus diesen Werthen leitet man nach und nach die Werthe von p^, p^^, p'^ 
mittelst der Gleichungen 

i'ffs = - ^*+^ »i+2 - »"^1 i-H-i +^i ' 

P'l^ = ~ ^H-2 ^»^2 — »»i+1 -P.+l + -P;' 
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ab, aus welchen sich dann die übrigen Gröfsen mittelst der Gleichungen 

9, = J",-! — ",-1 A-, , f, = P,-i , 

«; = A-ä — »i-i pl, , <; = p'k-i . 

«.' = Ä-! - "i-i P'i~i • 'l = P'i-i 
ergeben. Man erhält hieraus 

Pt = — 'o'i's + ^o'a + 'omj+l, 

K = hk — ^f 

Pl = -\, 

p^ =^ l^ l^ l^ l^ — jMij l,^ l^ — /g l^ m^ — l^ ?j m^ + »»0 »«3 — ?3 — \, 

P'i ^^ — ^1 ^a ^a ~t" "*! ^3 4" ^1 Wg + 1 , 



§.4. 
Man sieht aus den vorstehenden Beispielen, dass die Determinante der 
Gleichungen (9) für i = 0, 1, 2 den Werth 1 annimmt, welchen sie daher dem 
Obigen zufolge für jeden Werth von i unverändert behält. 

Setzt man in (11) i = . so müssen sieh die Ausdrücke rechts identisch 
auf a, a, , «a reduciren. Man erhält daher 

p^= i, Po = , p; = , 
p^ ^ 0, p; = 1, Pj' = 0, 
Pg = 0, p; = 0, p; = 1, 

woraus sich mittelst der Gleichungen (4) 

die folgenden Werthe ergeben : 
P, = 1, P, = !„, 

P, = Ol,, P, = !„«•,+ 1, 

P, = .»,»., + ij, P; = (.m,»ij + !„i, + m,, P; = m,m,»>, + i,i», + !ji»,+ I, 



p; 


= 


m^ 






p; 


= 


». 




, + i,, 


■p; 


= 


». 


W] 


,•»,+'■ 
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Man ersieht aus den vorstehenden Werthen , dass die Determinante der 
Gleichungen (3} für ^= 0, I, 2, 3 den Werth -\-\. erhält, welchen Werth sie 
daher dem Obigen zufolge unverändert für jeden Werth von i bekalten muss. 
Man kann auf diese Weise aus den dem Index entsprechenden Werthen 
auch das Zeichen der Determinante bestimmen, welches die angestellte all- 
gemeine Betrachtung der vorhergehenden Abhandlung unbestimmt lassen 
mufste, da sie nur den Satz ergab, dafs, wenn die Coefflcienten zweier reci- 
proken Systeme von Gleichungen ganze rationale Functionen derselben Gröfsen 
sind, welche ganze Zahlen zu Coefflcienten haben, die Determinanten dieser 
Gleichungen den Werth + 1 haben müssen. 

g. 5. 

Aus der Bildungsweise der hier betrachteten Gröfsen geht hervor , dafs 
es gestattet ist, in den Gleichungen (9) und (11) die Indices von a, a^, a^ 
um eine beliebige Zahl k zu erhöhen , wenn man in den Coeflicienten dieser 
Gleichungen den Index i um k erniedrigt und hierauf in ihren Ausdrücken 
durch die Grröfsen l und m die Indices der letzteren sämmtlich um k erhöht. 
Wenn man daher durch das Einschliefsen in eine Klammer mit unten bei- 
gefügtem k andeutet, dafs in den aus den Gröfsen l und w» zusammenge- 
setzten Ausdrücken die Indices dieser Gröfsen sämmtlich um dieselbe Zahl 
k erhöht werden sollen, so hat man aus (9) und (11) 

Substituirt man die vorstehenden Ausdrücke von a^ , a^., , a,^^ in die Glei- 
chungen 

" = i»* «* + 5* '■'i+i + '"i Va ' 

'^i = -P>i + 3t «*+, + ^ »H-3 ' 

so giebt die Vergleichung mit (9) selbst 
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P, {l',._,)i + g, (pU\ + '•* {P--,\ ^ Pi , 
(9*) P't(Pi-i)k + S'APU)k + '''k(Pi-k)i ^P'i' 

P'iiP^t)>. + 9'M-i\ + K(Plt\ = Pi 

und ■ ähnliche Formeln , welche aus diesen erhalten werden , wenn man rechts 
vom Gleichheitszeichen und unter der Klammer q für p setzt. 

Ebenso erhält man aus dem obigen Ausdruck von a^, wenn man darin 
die Gleichung 

flj = Pj ra + p>i 4- p; «2 

substituirt und die Vergleichung mit (11) selbst anstellt, 

-p, = -p.(pj.+j'.+,{-p;-.).+-p.+s(f«).. 

Setzt man k — l^ so folgt hieraus 

p, = ~i«(?,_i),— '''o(ji;-i)i+ W-i)i. ?; — (p,-,),< p", — (y.'-i)i ' 
p, -.(p:i,)., -p; = (P',-,),+!.(p,:.,)„ ■p;' = (-p;-,),+».«::,)i. 

woraus auch 

i>, = — 'o(l>,_l)l — '»l>(y,-s)i!+(P,-l).. f.' = (P.-l)!! P'l = (Pl-t)f 

p, = (p;:,),, p: = (PL,), + i.(P;:,),, p; = (i'U), + i,{PU\ + «',ip;i,\. 

Dieser Gleichungen kann man sich eben so gut, wie der Gleichungen 
(4) und (6) , zur algebraischen Bildung der Grofsen p und P bedienen und 
die Uebereinstimmung beider Bildungsweisen an den im Vorstehenden gege- 
benen Werthen dieser Gröfsen prüfen. Wenn man in (9*) k—i—l und 
in (10*) Ä = i— 3 setzt, erhält man (6) und (4). 

Wenn die Werthe der Gröfsen / und m periodisch wiederkehren, so 
dafs sie unverändert bleiben , wenn man ihre Indices um eine Zahl k ver- 
mehrt, so wird in den Formeln (9*) und (10*) 

{Pi-k\ = Pi-l: > (P'i^A = P'i-k ' ^Pi-Ok = Pi-t> 

ip,.,h = Pi-k > (p;~A = p;.*- (PIA = K-k ■ 



Hosted by 



Google 



394 



ALLGEMEINE THEORIE DEE EETTBN BBC CH ÄHNLICHEN ALOORITHHEN , 



Setzt man in diesem Falle für i nach und nach Vielfache von k, so kann 
man mittelst (9*) und (10*) aus den Gröfsen p und P, in welchen der In- 
dex die Werthe Ä, k -\- 1, Ä+ 2 annimmt, die Werthe derjenigen Gröfsen 
p und P finden, deren Index ein Vielfaches von Ä ist. 



Die Gröfsen l und m sind im Vorhergehenden ganz allgemeine Gröfsen ; 
ich will annehmen, dafs sie ganze positive Zahlen sind, welche folgender- 
mafsen bestimmt werden. 

Es seien «o, Vq, «?„ drei gegebene positive Gröfsen, deren gröfste Wq ist, 
aus ihnen bestimme man L und »in als die den Brüchen ~, — ^ nächst klei- 
neren ganzen Zahlen. Setzt man 

so bestimme man ähnlich li und m, als die den Brüchen — , — nächst klei- 
neren ganzen Zahlen. Man setzt wieder 

V^ ?j M| =^ M^ , W^ MJj "i ^^ "a 5 w, = Wg . 

Allgemein bestimme man aus u^, u,, m;^ die Gröfsen t^ und nif als die den 
Brüchen — , —^ nächst kleineren ganzen Zahlen und mit Hülfe derselben 
^.+1' ■"i-j-n «-'i+i durch die Gleichungen 

(12) v,~lii. = M,^j, tv.-m^u. = v.^^, u^ = w^^. 

"Wenn u^ > «,-, so wird 

', = 0, », = «^.. 

Es folgt hieraus , dafs «^ , v^, w^ positive Gröfsen von der Beschaffenheit 
sind , dafs 

M. < M. . , !? , <: u ■ 



es wird daher auch, da «;_, 
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w. >■ U^ , w. >■ v^ , 

und mithin w. immer die gröfste der drei Gröfsen «^, v,., w^. 

Die Gröfsen u^ und w^ nehmen mit wachsendem i fortwährend ab. Aus 
(12) folgt 

(13) »H-i =".-■""■. "i~'«-i "«->'■ 

es wird daher 



'+' - l + «., + i,+, ' 

also gewiss u^^^ < ^ «;_, . Die Gröfsen % können daher Null werden , oder 
der Null so nahe kommen, dass der Unterschied kleiner als jede gegebene 
noch so kleine Zahl wird. 

Die Gröfse v^ wird aus den Gröfsen m, mittelst der Gleichungen 

""i = \^i + Vi ^ ",■-2— ^i-l ".-1 

bestimmt. Diese Gröfse ist immer kleiner als m,^i ; wenn sie auch < w^, so 
kann der Fall eintreten, dafs »^, > «,- wird. Es ist dann aber immer «^2 < ti.., 
da v^2 < w,H-i und «^, = ■!),/ Ferner wird in diesem Falle 

woraus 

also gewiss v^j^ ■< ^ v, folgt. Aus v,- <: m^, j;^, > «,■ folgt auch v,.^, > Mj^.i, 
da M^i =^ ti,. , wenn r, < % ; dagegen wird aus w,- < Uf , v^i < «^ wiederum 
Vj<i < M;j.i folgen, so dafs es möglich ist, dafs die Grölsen r^ immer kleiner 
als «,. bleiben, und daher die Zahlen /,■ sämmtlich verschwinden. Ich bemerke 
noch , dafs immer m^ > {. dafs ferner nur dann /; = werden kann , wenn 
mi_i > /,-_!, niemals aber wenn »i(_, — ^,._, . 

Setzt man 

(14) U = it^a-\-v^a^~{-w^a^, 

so erhält man durch fortgesetzte Substitution der Gleichungen 
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nach und nacli 

^ M, «1 + V^ ög + W, «3 

= %a^-\- v^ «3 + w^ a^ 



und allgemein 

(15) V = »,, 

Substituirt man in der Gleichung 



für fl, o, , 02 die Äusdrüclie (9) und setzt die Coefficienten von a^, «^.i, a^^ 
auf beiden Seiten der so transformirten Gleichung respective einander gleich, 
oder substituirt man für a^, a^,, o^^ die Ausdrucke (11) und setzt respective die 
Coefficienten von a, «i, a^ einander gleich, so erhält man die Gleichungen 



(16) 
und die reciproken 
(17) 






Alle in den letzteren Gleichungen vorkommenden Gröfsen sind positiv; 
man hat daher, da vi. ^^ M,_, , 



(18) 



oder auch, wenn man 
anwendet , 



-1 setzt und die erste der Gleichungen (16) 



^i +l''i^ + 



(19) 



+p:' 



1 
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Da die Determmanten der Gleichungen (16) und (17) gleich +1 sind, 
so hat man die Gleichungen 





«i'v-«;'-; = T?>< 


4 >■(— 9i 'i 


= Kl 




«,'■,■-«;•■, = -p;. 


(20) 


•■', P'i — r. r, = ^i+f 


•■;»>,— ••,?,■ 


= p:^,. 




'■,1';- •■;-!', = -p^. 




Pti-rii, = ■?.+!. 


vi li^Pi^'i 


= ^«-2, 




y,?,'— .R's, = -P^s 




■^H-1 '+2 4-2 H-\ ~ ^'i' 


P" p p' 

-* .4-1 ^ H-2 ^ 


?,+, = i>;, 


^H-^;^2-?«.2^H-.= 


(21) 


iI^f: -p: p;.= s„ 


^42 J", ~Jf," 


j"^. = «;. 


p 


H^; -p, p«-2 = 




-p; J°,i,--!^,< =•■,. 


p; -fw,-^i 


fj = >•;> 


p 


^.-^4-.^ = 



Aus den Gleichungen (J 6) und (17) folgt ferner 

p, ji,+p;' i>;+p; p~ = i, 

(22) 



' 0, 



zu denen man noch die folgenden hinzufügen kann : 

(23) f^p,+p^p: + p'^tp; = »H-i ' 

P,_,y.-f P^iA -f- PL,?; = — i,-_„ 

die sich aus (22) mittelst der Gleichungen (4} 

-P*, ='»<J°,-t-2+i,-P^H + ?,.-•• 

ergeben. 

Aus (17) und (21) folgt 



(24) 



Es werden daher die Brüche 



^^2 


+ 


};»,-?>, 


>.4.2 


».P^2 


P« 


- 


q'.u.-p'. v^ 


^4-2 


«.-p^ 


F., 




?i2 
P,, 
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zwei mit demselben Nenner behaftete Näherungswerthe für die Grössen ~ 

, Wo "*> 

und — ^■ 

Entwickelung der reellen Wurzel einer cubischen Gleichung durch 
kettenbruchähnliche periodische Algorithmen. 

§•'■ 

Ich will im Folgenden für u^ eine ganze Zahl und für Vq und Wf, Aus- 
drücke von der Form 

setzen, in welchen a, ^, f ganze Zahlen sind, und x eine reelle Wurzel einer 
irreductibeln cubischen Gleichung bezeichnet, in welcher der Coefficient von 
x^ gleich 1 und die Coefficienten der drei übrigen Glieder reelle ganze Zah- 
len sind. Ein Ausdruck dieser Art kann nicht verschwinden, ohne dafs 
a, p, f selbst Null sind; hieraus folgt unmittelbar, dafs eine Gröfse sich nur 
auf eine einzige Weise durch die Form a -\- ^x -\- -(X^ darstellen läfst, also 
nicht auch gleich a' + ?'■» + '^' ^^ wird, wenn a', ß', 7' gleichfalls ganze Zah- 
len bedeuten, ohne dafs a = a, ß'= ß, 7' = ■j ist. Zugleich werde ich aber 
den Gröfsen w,-, v,-, if,- eine modificirte Bedeutung geben. 

Es soll nämlich im Folgenden immer «,. eine ffame Zahl sein, während 
Vi und Wf Ausdrücke von derselben Form wie Vq und w^ bedeuten. Einen sol- 
chen Ausdruck a -J- ß-* + f'*^ i» welchem a, ß, -j- ganze Zahlen sind, werde 
ich hier der Kürze halber einen complexen Ausdruck und a, ß, ^ die Coefficien- 
ten desselben nennen, und unter dem Tkeikr desselben die grösste ganze Zahl 
verstehen, welche zugleich alle drei Zahlen a, ß, y theilt. 

Es sollen ferner, wie früher, /,. und m^ die den Brüchen 



nächst kleineren ganzen Zahlen bedeuten, so dass, wenn m.-, v,. . w^ positive 
Zahlen sind, auch die Grössen 



positive Gröfsen werden. Diese letzteren Gröfsen selbst sollen aber nicht 
mehr, wie im Vorhergehenden, mit u^^i, ^',^.l, «;,^i bezeichnet werden, son- 
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dem ihre Producte durch den einfachsten complewen Factor, welcher v- — lu- zu 
einer ganzen Zahl macht, dividirt durch die grösste ganze Zahl, welche alle diese 
Producte theilt. Nennt man v'^ und % die Gröfsen, welche aus % entstehen, 
wenn man für x die beiden anderen Wurzeln x und x" der cubischen Glei- 
chung setzt, so wird dieser Factor, den ich mit ^ bezeichnen werde, 

wenn ^,- die gröfste ganze Zahl ist, welche die drei Coefficienten des com- 
plexen Ausdrucks 

v.v-—l.u.{v.-\-v-) + l^uj = {v'^ — l_u.){v':—Vu.) 

theilt. Bezeichnet man hierauf mit ^^ die gröfste ganze Zahl, welche die 
drei Ausdrücke 

theilt, so wird 

Hieraus folgt, dais, wenn man mit F^ das Product 
■ ^ F. 



kk...ttL 



bezeichnet, die früher mit w^, v^, mj,- bezeichneten Gröfsen jetzt durch 



ersetzt werden müssen. Es bleiben daher die Verhältnisse von «,., v^, «i,-, 
und daher die Quotienten l^ und m,., und daher auch alle Gröfsen 

«f. Pi, p'i, p'i, F, F., f: 

unverändert. 

Es folgt hieraus, dafs man in allen im Vorhergehenden aufgestellten 
Formeln keine weitere Veränderung zu treffen braucht, als dafs man überall 
if; setzt. So erhält man, wenn man 



^0 = «0 « + i'o «1 + «"o "2 ' 
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setzt, die Gleichung 

Man wird aus (16) und (17) die Gleichungen 

y = i", «0 + P'i "o + »i "o • 



F 



'- ?i "o + 2,' ^ü + S" 



-y = ^; "ü + '■ ■ i'o + '■■' t^o I 

(26) F, V, = p; », + p;^, .. + v^ », , 

p;.«.,= p-«,+ i^;, », + p;;.,«,, 

erhalten. 

§. 8. 

Die Factoren ff sind ihrer Natur nach immer positive Gröfsen; es wer- 
den daher auch F^ und m^, v^, w^ immer positive Gröfsen sein, wenn man 
für Ufl, ^0, Wf, solche angenommen hat; es wird ferner, wie früher, «;.■ die 
gröfate von den drei Gröfsen u^, V;, w^ sein, wenn man, wie früher, für w^ 
die gröfste der Gröfsen u^, v,,, w^ nimmt. 

Aus den vorstehenden Gleichungen ergiebt sich 

FiUn FiVo FiWo „ 

W. ^ .+2 ' ,(,_, > -^>+2 ' ,„ ^ ■* H-2 ' 

und daher 

Wj 1 Wj 1 Wj 1 

F u '^ P ' F V "^ P' ' F ■)ii '^ ~W^ ' 

^ i "o '- 1+2 ■* i ^ ,4-2 ^ i "'o ^i+2 

woraus folgt, dass die complexe Grösse 
Meiner als die Grössen 



S'+3 
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wird. Es wird daher die complexe Gröfse ^ mit wachsendem i kleiner als 
jede gegebene noch so kleine Gröfse. 

Wenn man durch successive Ausführung der Multiplicatioa das Product 

bildet, so müssen sich, wenn m^ ^= i, die Nenner nach jeder Multiplication 
fortheben. Denn man sieht aus der ersten Gleichung (26), dafs F^ eine com- 
plexe Zahl ist, oder ein Ausdruck, in dem die Potenzen der Wurzelgröfse 
mit ganzen Zahlen multiplicirt sind, und auch die hinzukommende Constante 
eine ganze Zahl ist. Da 

und f^ durch keine ganze Zahl theilbar ist, so folgt, dass ki immer ein Thei- 
ler von u^ ist. Wenn daher «o — 1? so ist auch k^ = l. Wenn «„ von 1 ver- 
schieden ist, so folgt aus derselben Gleichung (26), dafs der complexe Aus- 
druck F^ niemals einen anderen Nenner als tig erhalten kann. 
Aus der Gleichung 

oder 

Id Vi — li Ui 

folgt 

(27) -' = ("Q - ^0 '«o) (''•i - ^1 "i) - - • (•"■-! - ^--1 "<-i ) 

durch welche Gleichung man den inversen Werth von J^, nach und nach 
bequem als complexen Ausdruck darstellt. 



Setzen wir den Fall, dass gleichseitig 

U^ :^ tl^ , V. ^:^ Vg, W'^ ^= Wp , 

so wird die Norm von F^, d. h. das Product aller Ausdrücke, welche aus Fj er^ 
halten werden , wenn man darin der WurzelgrSsse x ihre verschiedenen Werthe 
giebt, der Feinheit gleich. 

VI. 51 
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Es folgt nämlich in diesem Falle aus (25) 

(28) 0= g^u^ +(^5:_1.^,^+ g;«,^, 
oder aus (26) 

(29) = p; «^ + (p;^,- F.) .,. + p;^^ «;^, , 

= -P;«. + Fl^,% +(P,.;-P.}'*r 

Durch Elimination von «„, «(,' ^o ^"s (28), oder von %t v^, w^ aus (29) findet 
man zwei cubische Gleichungen, deren Wurzeln die drei verschiedenen 
Werthe sind, welche resp. -p- und F^ annehmen, wenn man darin für a? suc- 
cessive x' und w" setzt. Das von -^ und F^ freie Glied in der Determi- 
nante der Gleichungen (28) und (29) ist die Norm resp. der Gröfse ~ und 

Fj. Dieses Glied der Determinante ist wiederum eine Determinante, welche 
nach dem Obigen (§..4) den Werth -\- i hat. 



Man sieht, dafs im Vorhergehenden die Norm eines complexen Aus- 
drucks auf eine eigenthümliche Weise eingeführt wird, nämlich als das 
constante Glied der algebraischen Gleichung, deren Wurzel der complexe 
Ausdruck ist. Ich will diese Gleichung für ein beliebiges Ff aufsuchen, 
ohne die ohige Voraussetzung zu machen , dafs m,- = Mq > ''i =^ *o ) w.- = % ■ 

Da man nach der Voraussetzung jede complexe Zahl als eine lineare 
homogene Function von Uq, %, Wq, deren Coefficienten rationale Zahlen sind, 
darstellen kann, so sei 
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Man erhält hiemach 

»-('^-l)«.+(';-i)'v+(n-|)«.- 

Bezeichnet man die Determinante dieser Gleichungen durch A , so wird -^ 

eine Wurzel der cuhischen Gleichung A = 0. Der Coefficient von ^ in A 

ist — Oi(ßifi' — ßi^.')) ^'i'i das ganz constante Glied +1, also, wenn man iV,- die 
Norm von Fi nennt, 

(3t») Jf, = «,{KT:-p;T;)i 

oder es ist die Norm von F^ die Determinante der Gleichungen, welche u^, v,, mj, 
durch «0, Vg, Wo ausdrücken. 
Setzt man 

also N- — a,.^,-, so wird 



3',M. ^".v. — S"w. 
-' '- 4- ..' ' '^' '. 



Hieraus folgt 

= (P, - -^) », + P,+, «, + -P,+i ", . 

° = (^.■-irr)".+(^i. + V)° + ( '*-'"V)"'- 

51* 
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Durch Elimination von «,., Vj, w^ aus diesen Gleichungen erhält man eben- 
falls eine Gleichung für Ff, welche die früher gefundenen enthalten mufs. 

§.11. 

Wir beschränken uns von hier an auf den Fall, wo Mq — i ist, woraus 
folgt, dais a eine ganze Zahl und zwar gleich % wird. Die Gleichung (30) 
verwandelt sich durch diese Annahme in 

(30*) ^, ^«,(?;7;-?:t;). 

Femer sollen die ß^ und -y; von hier an ganze Zahlen bedeuten , was dadurch 
von selbst geschieht , dafs man annimmt , die complexen Zahlen % und Wq , 
von denen man ausging, und welche die Form 

% = 1^0 + ^^ + 1^!'"' 
haben , seien so beschaffen , dafs 

Kv-i^Ki'i ^ ±1. 

Alsdann läfst sich nämlich x und x^ durch die Form a-l-bvo-^-cWa, oder, da 

«0 = 1, durch die Form atto-fÖVo + cM'o darstellen, wo «, b, c ganze Zahlen 

sind; folglich nimmt jede complexe Zahl, also auch v^ und w,- diese Form an. 

Aus (3ü*) folgt nun, dafs immer, wenn N^ gleich 1 wird, auch 



ist, und dafs auch umgekehrt, wenn diese Gleichungen erfüllt sind, die 
Norm von Fi der Einheit gleich wird. Aber damit die Norm von F^ der Ein- 
heit gleich werde, ist die eine Bedingung W( = 1 ausreichend, indem sie die andere 
^'il'i — ß,"T*= 1 mit sich bringt. Damit nämlich -~- eine ganze complexe Zahl 



Pi-\-Pii'o-i-P'i% 



ist, mufs auch die Norm von -^ oder 
F. 



^i KT;-?i'7; 
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405 



eine ganze Zahl, und daher uf durch ^[i'- — pi'f,' theilbar sein. Wenn daher 
Ui= i, so mufs ^'i'i'i- — ßi'f,' als Theiler von 1 der Einheit gleich sein. Es 
kann ß.-Ti' — ß("T' ^^icht gleich — 1 sein, welches ebenfalls ein Theiler von 1 ist, 
weil /]. immer einen positiven Werth hat , wie aus seiner Definition hervorgeht, 
woraus folgt , dafs auch F^ , und daher seine Norm M^{ßi f^' — ß^' -(l) immer 
positiv ist. Es muss daher, da M; positiv ist, auch ß,'-)-^.' — ß^'^,' intmei- positiv sein. 
Man kann auch zeigen , dass % selbst durch ß^ ^i — ßi' T.' ^heilbar ist. 
Denn da*) 



jv;. 



'vt; 



eine ganze complexe Zahl ist (§. 7), so kann F'iF'i durch ß^f^ — ^."y; getheilt 
werden. Also ist auch, wenn man für die Wurzel einen ihrer beiden ande- 
ren Werthe setzt, FfFi und FiF^ durch ß,' li' — ßi' Tf theilbar, also das Product 

FfF'.F': = u^F.i^ii — 'f.x;) 

durch {%-{i — ß^'7i)^ "nd mithin u^F^ durch ß.fi' — ßi'f,'. Es wird also M; mul- 
tiplicirt mit dem Theiler von Ff durch ß,'-fi' — ß^'y.' theilbar sein. Es kann 
aber F; keinen Theiler haben. Denn sonst würden alle drei Ausdrücke 

M^ = F^{p.-^ p'^v,^-\- p'^tv^ , 

^i = K (9i + 9i '-'o + 9- %) , 

denselben Theiler besitzen, während doch u^, «,, w^ keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben sollen. Da also J^- ohne Theiler , und m^ F^ durch ß^ ■('! — ß,'' -y,' 
theilbar ist, mufs «,• durch ß,' T," — ß," T.' theilbar sein, w. z. b. w. 

Anmerkung. Dafs die Norm von F^ der Einheit gleich ist, wenn 
Uf = 1, erheilt auch unmittelbar aus dem allgemeinen Satz, dafs F^ und ~ 
oder -^ nicht ganze complexe Zahlen sein können, wenn nicht die Norm 
von Fi entweder + 1 oder — 1 ist. Denn es werden dann die Normen von 



*) Fl und Fl' sind die Werthe, welche F^ 
andereu Wurzeln der cubischen Oleichung x' und 
gerade gleich 1. 



an man darin fur x successive die beidea 
1 ist jetzt Ui wieder allgemein und nicht 
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Fi oder -p- ganze Zahlen , welche inverse Werthe haben , welche Eigenschaft 
nur den ganzen fahlen -\- 1 oder — 1 zukommt. 

§■ 12. 

Es soll jetzt gezeigt werden, dass durch ßj^i' — ßi'T' ^i<^ht bloss u^, sondern 
auch ^--(i — ßj7i' und ß>T,' — ßif> thälbar sind. 
Man setze 

M F'F" 

so hat 0; keinen Theiler, weil .p^, p'^, pl keinen gemeinschaftlichen Xheiler 
haben können, da sie eine Horizontalreihe der neun Gröfsen bilden, deren 
Determinante gleich 1 gefunden war. Aus den Gleichungen 

folgt, daTs die beiden Ausdrücke 

und mithin auch die beiden Ausdrücke 

l-(P,^;-ß:Y,) + (ß;Y;-ß;Y;)«'ol* 

durch tt;, und also durch ß.f-' — ß^'y^ theilbar sind. Es sind also auch die 
beiden Ausdrücke 

( ß!' -j- . — ß . V :' ) *; -und ( ,3 . V : ~ \i'. y .) O . , 

und mithin, da 'S,- keinen Theiler hat, auch ß,"f; — ß^-f;' und ß;-]'^ — ß,'Y selbst 
durch ß; f i' — ^l -{i theilbar. 

Es folgt hieraus, dafs man immer 

% = «,ß; + *,ß;, 
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und daher (§. 10) 

setzen kann, wo a^ und b^ ganze Zahlen sind. 

Da ein Theiler von Vi alle drei Zahlen ß,., ß,', ß," thoilt, so theilt er 
auch %i'{ — %ii, und mithin auch m^, weil dieses (§. 11) ein Vielfaches von 
%ii — %'ü ^^*- Ebenso wird jeder Theiler von Wi die Zahlen t., y\, -{i, 
^'it'i — ^i'i'i und M,. theilen. Hieraus folgt, dass v^ und «;,. Äem«* gemeinschaft- 
lichen Theiler haben kennen, weil denselben auch % haben müfste und keine 
Zahl zugleich «,., v^, w^ theilt. 

Es sei Ä( der gemeinschaftliche Theiler der Zahlen ß,' und p^', der also 
auch Theiler von 

ist. Setzt man 

v. — l.u. = h.'?., 

wo Y; keinen Theiler hat, so wird 

„ F — 'it^3 — «H-i JT 
fi-^i+i — j,^ — },_ ^i' 

und mithin, da Fi keinen Theiler hat, h^ Theiler von «^i- Es theilt daher 
hi sowohl M, als Mj^., , oder es ist u^ sowohl durch Ä, als durch Aj_i theilhar. 
Setzt man 

und, wie oben, 

so wird M; = Fi'^i und, da die Norm von F^ oder 

F^F.F; = Gm. 
ist. 

Aus der Gleichung 

folgt, dass ffi Theiler von ä,.ä,.m,^, ist. Bemerkt man die Gleichung 



^;/;"-^-^(^-w 
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'fi.-f;,. = twi-i-m = ^f ^^; - "'"•"w.'^''- 


',«,) 


C,«<»,+i 


also 






q^,j,s. = q»,„^,, 






oder 







M; Mj+I 



JSs Js^ a?ÄO ^,- (?as Product der drei ganzen Zahlen O,., -^, 7^^, orfer we«« matt 

^ ■ Vi 
«;i7/, das Product der vier ganzen Zahlen 

Die erste von diesen vier Gröfsen ist nämlich eine ^anze Zahl, weil "' -■- 
in Wi aufgeht, und jeder Theiler von w^, wie in diesem Paragraphen bewiesen 
wurde, auch C^ theilt. Ferner ist -^ eine ganze Zahl, weil, wie man oben im 

§. 7 sah, kiWf^i = f.Ui, und f\ durch keine ganze Zahl theilbar ist, also ki in 
U: aufgehen mufs. 



von k^ C^.1 ist. Aus der Gleichung 



Aus u^ = Fi^; ergiebt sieh 

«2 — u.F<U. = F'.F" (W-ib" 



Es folgen hieraus die Normen von F^, f^, $; resp, gleich 
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C.u , 



2 Mj+l 



Man ersieht femer aus diesen Formeln , dafs die Prodncte 

-Fj-F", /•;/;", iii;o; 

resp. die Zahlen 

'■ ~~^r' '0, 

zu ihren gröfsten Theilem haben. 
Setzt man 

so hat man die Gleichungen 



Es folgt hieraus, dafs die beiden Ausdrücke 

durch «4 theilbar sind. Es werden daher die beiden complexen Ausdrücke 

ar, und -~ theilt die Norm 
Hieraus ergiebt sich die folgende merkwürdige Eigenschaft der Gröfsen 
U(, Vi, Wf. Es sei 

so sind die Zahlen 



so beschaffen , äass in Bezug auf dieselben als Moduln die cubiscken Gleichungen, 

deren Wurzeln v,, und w^ sind, gelöst werden können, und es werden resp. — a^ 

und —b^ die Werthe der Wurzeln dieser Congruemen. Ist insbt 

VI. 
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«0 = s/n, w, = V^, 
so sind die Zahlen „J „ , sokhe , -con denen n cuhischer Rest ist , und es 
werden 

a? + «, bf+n' 

durch -ri—jr-^Ti—i theühar. 

Zur Vervollständigung des vorstehenden Satzes für den Fall, wo v^ = x, 
«10 = ^^5 mufs noch bemerkt werden, dass auch af-\-bf durch -^- aufgeht. Da 
nämlioh in diesem Falle die Ausdrücke 

(o. + a;)*., {l.-\-x^)^. 
durch ~ aufgehen, so ist dies auch der Fall mit 

\{a.— x)ia.+ x) + h. + x''\<i>. == {af^h.)<b^, 

woraus der zu beweisende Satz folgt. Man wird im Allgemeinen zeigen 

können, dass die zwischen den Grössen Vq und Wq stattfindende Gleichung sweiten 

Grades eine Congruenz in Bezug auf den Modul -^ wird, wenn man Vq und w^ 
resp. durch — «^ und — b^ ersetzt. 

§■ 13. 

Ich will jetzt einige allgemeine Betrachtungen über den Fall anstellen, 
wenn eine aus den Wurzeln einer cubischen Gleichung gebildete Zahl selbst 
keinen Theiler hat, aber das Product zweier ihrer Werthe durch eine Zahl 
theilbar ist. 

Es seien s, s'. s" die Werthe der complexen Zahl, welche respective 
aus der ersten, zweiten, dritten Wurzel der Gleichung, oder den Grössen 
w, x', x" gebildet werden. Man kann dann mittelst der gegebenen Gleichung 
das Product s s" durch die erste Wurzel ausdrücken, und es wird dieser Aus- 
druck wieder eine complexe Zahl, von der ich annehme, dafs sie einen Thei- 
ler ( habe. Denselben Theiler werden die Producte s" s und s s' besitzen, 
wenn man dieselben respective durch die zweite und dritte Wurzel ausdrückt. 
Es wird daher das Product 

{s-s'){s^s"){s-~s") = s-s"{s'-s")-Ys"s{s"-s)^ss'{s~s') 
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als eine f^anze rationale Function der drei Wurzeln dargestellt werden kön- 
nen, deren Coefficienten ganze, durch t theilbare Zahlen sind. 
Es sei 

s = a -\- ^ X ~\- -j x'\ 
S'S" ^a'-\-^'x+Y^\ 
Zufolge der gemachten Voraussetzung sollen a, ß, ■]■ keinen gemeinschaftli- 
chen Theiler haben, aber a, ß', ■(' durch t aufgehen. Substituirt man die 
Ausdrücke von s' und s", so erhält man 

s-^s" = (x'-x")\^-\--i{x'^x")\ = (x--x"){t~yx), 
wo 

S = ß + T«, 

wenn a die durch die Gleichung .gegebene Summe der drei Wurzeln jp, x', x" 
bezeichnet. Hieraus folgt, wenn man 

X = {x~x'){x — x"){x'—x") 
setzt, die Gleichung 

Es ist ferner 

x{s'-s") + x' (s"-s) + »" (s-s') = -tZ, 
x'(,'~,') + x''{s'-s) + x"'(,-^) = ()Z, 
und daher 

s-s"{s's") + s"s{s"-s)-\^ss'{s-s') = Z(ßY'-rT)- 

Hieraus ergiebt sich die merkwürdige Gleichung 
(8-fa;)(S-T^')(S--,-^") = P-V'-^Y- 
Es folgt aus dieser Gleichung, dafs, wenn t das Product s's", und mithin die 
beiden Zahlen ß' und f' theilt, die gegebene cubische Gldchung eine in Bezug auf 
den Modul t lösbare Congruenz ist. 

Zur näheren Erläuterung dieses Satzes bemerke ich, dass t mit ^ keinen 
gemeinschaftlichen Theiler haben kann. Es müsste nämlich durch diesen auch 
das Product 

(a + fx'}(.+ fx") 

52« 
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aufgehen, welches, wenn man mit b die durch die cubische Gleichung gege- 
bene Summe der Amben der drei Wurzeln bezeichnet, dem Ausdrucke 

gleich wird. Hieraus aber würde folgen , dals auch a und ß einen Theiler 
mit -j; und t gemein haben müssten, was gegen die Voraussetzung ist, dafs 
a, ß, 1 keinen gemeinschaftlichen Theiler haben sollen. 

Die obige Formel giebt zugleich eine Wurzel der cubischen Congruenz. 
-Eä ist dieselbe die Summe der Wurseln vermehrt um eine Zahl, welche, mit -t 
multiplicirt und durch t dividirt, denselben Rest wie ß ffiebt. Für den besonderen 
Fall, wenn die complexe Zahl s aus der Cubikwurzel von n gebildet ist, 
oder x^ = n die gegebene Gleichung war , folgt , dafs n cubischer Rest von t 
sein mufs. 

Ich wül im Folgenden den Werth von Y bestimmen. Stellt man jede 
der Grössen 

z'x", x'^ -\- x'"", x' x" [x' -\- x" ) , x'^x"^ 

durch einen Ausdruck von der Form 

dar und nennt die Werthe von v in diesen vier Ausdrücken resp. v^, Vg, ^g, t^, 
so wird 

Ist die gegebene cubische Gleichung 

x^ — ax^-{-ix — c = 0, 
so wird 

V, = i, S = -1' ^. = «' "* = *■ 
Durch Substitution dieser Werthe erhält man 

y' = ß-^_aY4- a^T + bf, 

und hieraus, weil 7' durch t theilbar ist, wenn man wiederum 8 = ß + Y'* 
einfuhrt , 

ßS — a-r -f Y*& s (raod. t). 

Eine Wurzel p der Congruenz 
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x^ — ax^ -\-hx — c = (mod. t) 
wurde durch die Congruenz 

-fp = S = ia-f-ß (mod. t) 

gegeben. Substituirt man in die gefundene Congruenz für S diesen Werth y p 
und dividirt durch Y^ welches (s. o.) keinen Theiler mit t gemein hat, so 
erhält man 

« = ßp + 7& = tCp'— "P+ö) (mod.O, 

und daher 

ap = -fc (mod. t). 

Wenn die gegebene Gleichung 

x^ =^ n 

ist, also «=0, i^O, c ^ n, so folgt hieraus 

ap = -f H (mod. (), 
oder 

aß = «Y^ (mod. i). 

Aus den Congruenzen 

ap = yc, ßp — <}.= —~ih, TP — ß = T« (mod.^) 
folgt die in Bezug auf x identische Congruenz 

(p— a;)(a + ßa; + Ya;2) = •i{c — hx + ax^—x'^) (mod.*)- 

Man erhält aus derselben einen Satz, der in dem Falle, dass t eine ungerade 
Primzahl ist, besonders einfach wird und besagt, dass die beiden anderen 
Wurzeln der cubischen Congruenz, wenn dergleichen vorhanden sind, durch die 
Congruens 

a+pa; + Ta^' = *> (mod. 

gegeben werden, und dass daher die cubische Congruenz in Bezug auf den Modulus 
t eine oder drei Wurzeln hat, je nachdem die Zahl 
ß^-4af 

quadratischer Mchtrest oder Rest von t ist. 

Setzt man 
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SO wird 

Es ist daher die cubische Gleichung, aus deren einer Wurzel v^ und w^ gebildet sind, 
in Bezug auf alh Moduln ^ lösbar. Wenn ferner v^ = x. Wo = s;^, so hat man 

Sh^ = ß;(a; + a.)-)-ß:'(3:2^6,) — r«,, 
und es wird 

ß hat keinen Theiler mit f gemein, weil hi der Theiler von 3,' und ß^" war. 
Ferner hat i; oder -j- keinen Theiler mit t = ^ gemein. Man hat in dem 
speciellen Falle, wenn 



also auch x^ =: n ist, 

also 

woraus folgt, dafs 



p* s K (mod. i) , 
(yp)' — wy' = (mod, () , 



^" — nf^O (mod.j!). 
In diesem speciellen Falle ist also n von allen Zahlen ~ cubischer Rest, und 



-"ß?) 



Da ferner ^, ein Theiler von CjU^i war (§.12), und C, und m^, durch 
kt theilbar sind, so ist ~ ein Theiler von ^. Man hat auch 

'•"'lo'. .-.1 P ,; ... , K'v:'-p;''t;* 

TT IA'-«P,'I = -5i-V-»i:,') + jj 



Das letzte Glied ist durch 
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h. h. 

f C 

theilbar, während y, d. h. -^ ■ keinen Theiler mit (, also auch keinen mit V 

gemein hat. Hieraus folgt, dass auch 

theilbar durch ~ ist. 

h. 

Um mich in diesen Algorithmen näher zu orientiren und zu sehen, ob 
die Quotienten /,. und »*,., wie bei der Verwandlung einer Quadratwurzel in 
einen Ketten brucb , periodisch wiederkehren, endlich, ob man hierbei auf 
complexe Ausdrücke kommt, deren Norm gleich 1 wird, habe ich, als ich zuerst 
im Jahre 1839 diesen Gegenstand untersuchte, mehrere Beispiele berechnet, 
welche ich hier mittheilen will , da seitdem mehrere Mathematiker sich mit 
ähnlichen Untersuchungen zu beschäftigen angefangen haben, denen solche 
ziemlich mühsame Beispiele zur Aufstellung einer vollständigen Theorie zu 
Anhaltspunkten dienen können. Das Eesultat, dafs man hierbei nach einigen 
unregelmäfsigen Anfangsgliedern zuletzt wirklich auf Perioden geführt wird, 
habe ich in damaliger Zeit meinen Freunden Dirichlet und Borchardt 
mitgetheilt. 

Erstes Beispiel, 

Entwickelung von \/2 und \/4. 

{\l2 = 1,260; 'C'4 = 1,587). 

«0-1 ^0 = 1 

«,^^■2 »*o = 1_ 

w, - p /o = \/4 + \/2 + l 

«i-/'o(V^2-l) = 1 ;, =2 

^ =-/o(\'*-l) = ^2 + 1 m, = 3 
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«3 = /i(v/2-l) = 1 l,= B 

S -/iCv'i + v^-a) = v'2 + 2 M, = 3 

w^ = ^4 + ^24-1 /, ^ y'4 + \/2+l 

«S-/"2(V'2-1) = 1 

tt!^ =r Y/4 + ^24-1. 

Weiter braucht man die Rechnung nicht fortzusetzen , da % , tig , Wj diesel- 
ben Grölsen wie %, v^, w^ sind, und also auch alle folgenden, wenn i ^ 2, 
dieselben Werthe 

u^= l, i;^ = ^2 + 2 , w^= \11-\-\J2-\-\ 
erhalten. Schreibt man, um die unregelmäfsigen Anfangsglieder zu vermei- 
den, «0, «O' '''o ^^^ "2: "2' ^2 i""! berechnet die ganzen Zahlen p^, f\ etc., 
P(, Vi etc. nach den gegebenen Regeln, indem man alle Quotienten l^ und 
m^ gleich 3 setzt, so erhält man 

" ' ~ = {V'2-1)*(2 + V'2) = «,+ 9;(P + 2) + ä;(v'i + *2 + i); 



femer 

(P+{/2 + l)'= P,+ p^, (5/2 + 2) + P^,(v'i + v'2+l), 

(^+v/2 + i)(2 + p)= P,: + p;,., (v'2 + 2) + p;^,(p + v'2 + i), 

(V'4+v'2 + l)'+' = -Pr+?i,(v'2 + 2) + -Pi,(v'4+V''2 + l)- 

Daraus , dafs sich die Quotienten l^ und m^ nicht ändern , wenn man 
ihre Indices vermehrt, ergieht sich zufolge der aus den Gleichungen (10*) 
und (9*) für Ä= 1 abgeleiteten Formeln 

p; ^ P^, , p; = 3 p, 4- P._i , P\ = P^^ , p: = P,^, . 

Die vorstehenden Formeln geben ein leichtes Mittel, die Potenzen von 
^4+5'2-t-l zu bilden, indem man sie unter der Form 

P^ + P^., (P+2) + P^,(^4 + ^2 + l) = (^I + v/2+1}' 
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darstellt, wo 

F^=l, P^ = 0, P2 = 0, P3 = 1, -P, = 3, P5= 12, P8 = 46, P, =- 177 , ... 

und immer 

Um dies zu prüfen, setze man 

woraus 

x\/2 = x~\-l, x^ = ^x^-\-Bx-\-l, 
und daher auch 

x*^ = 3x^2 + 33;^! + a;' 

folgt, woraus sich die angegebene recurrirende Bildungaweise von an' ergiebt. 
Unter derselben Form kann man nach dem Vorstehenden leicht auch 
die positiven Potenzen von \J2 — 1 darstellen. Es wird nämlich 

{^2 - !)-■ ^p,-\-pl i\/2 + 2) -i-p-; (^+ ^2 + 1} 

WO 

?o=l' Pi = — 3, Pa — 6, p^=-8, i), = 3, p, =^ 21 , p^ = -80, ... 

und immer 

Auch dies folgt, wenn man 

\/2-l = y 
setzt, aus den Gleichungen 

Von Pi an werden die Gröfsen p^ regelmäfsig das Zeichen wechseln, und 
jede wird ihrem absoluten Werthe nach ungefähr das Dreifache der vorherge- 
henden, wie dies auch bei den Gröfsen P,- der Tall ist. Es wird demnach p^ 
immer absolut kleiner als P^i- 
Die Gleichungen 

(i/"2-iy =i., + p; (\/2+2)+ p: (\/i + \/2 + l), 
(P~l)'-' = p,_, +i';_i (\/2-\-2)+p:_, (^4 + \/2 + l) 
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geben, wenn man die oben gefundenen Ausdrücke (20) der Gröfsen P durch 

die Gröfsen p benutzt 

ip;(v'2-i)"-j,;:,(v'2~i)' = -p:h + p^.,(v'2 + 2), 
p: (v/2^ir'-p,L,(p-i)' = p;^,-p,^., ((/i + (/2 + i), 

oder, da 

p- = ?,_, , p-, = ?,_, , p;;, = p^, , p;^, = sp^, + p, 

ist, 

J'.-.('?2-ir'-l',-.('?2-l)'= -P, +P,+,(V'2-1), 

i',-,(^2-ir'-j',-,(p-i)' = p^,-p^i(v'i+v'2+i)- 

Diese beiden Gleichungen geben für 
\J2 — \-- 



^i + v's + l 



die Näherungswerthe -p-^? ^^ etc. Diese Näherungswerthe werden nach 
einander 

J^ Jl^ 12 _46_ _177_ 

3 ' 12 ' 46"' 177 ' 681 ' ' ' ' 

Der Näherungswerth -^r- beträgt 0,259912, während der wahre Werth 
0,259921 ist. 

Addirt man die beiden vorstehenden Gleichungen, so erhält man die 
Reihe der Näherungswerthe für ^4 durch die Formel 

(i>^.+i',_2)(v'2-ir' -{?,._, + i.^_3)(^2-i; 

= ■P^,-2P^,-P^,V'I-P, = P^, + 2_P^ + P^_,-P^,^4, 

woraus annäherungsweise 



P,+i + 2P,+ P ,-i ,-_ _ 2Pi + Pi-i 



folgt. Setzt man 2 P^ + P.._i — Q,_i , so wird 

e, = 2, e, = 7, 9, = 27, e, = 104, e, = «0, 

und allgemein 
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Die successiven Näherungswerthe für v 4 — 1 werden 

^ J- EL 1^ ^'^'^ 

3 ' 12 ' 46 ' 177 ' "eäT' ■ " ■ 

Der Näherungswert!! -^^ beträgt 0,58737, während der wahre Werth 0,58740 
ist. Das Charakteristische dieser Annäherungen ist, dafs die beiderlei Nähe- 
rungswerthe für \J2 und \Ji Brüche mit demselben Nenner sind (cfr. §. 6). 

Zweites Beispiel. 

Entwickelung von s/S und y'9. 

(1^3 =^ 1,442; \/d = 2,080). 
Wenn 

v-Lu.= a^9 + p^3 + -(, 

/: = a'^ä+ßVs + T' 
gesetzt wird, so wird nach §. 7 

g.a' = ß^— ay, g.^' = 3a^ — ßr, 3.-T' = f — 3«ß> 

wo ffi der gemeinschaftliche Theiler der drei rechter Hand befindlichen Zah- 
len ist; ferner 

',»,+, = /■,(",-',»,) = !>(?'' + 'r) + n', 

'«i'H-i — /■,(", — «•,",), 

*,",+l = /■,«,, 

wo Ä,- eine Zahl ist, die alle Ausdrücke rechter Hand theilt. 
Man setze \3 ^ x. 



«, = 2 

«, = x' + i+l 



K - 1 


9. = 1 


"'. = 2 


\ = l 


f^ = x' + x+l 




i, = 


«, = 2 


»ij = 2 


4, = 2 
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«2 = 1 ;, = ] g^ = l 

w^ = x^ -^x -\-2 fg_ = x^-\-x + l 

Mg = 2 lg = \ 9s = ^ 

Wg = /"^{ie^ + a; — 3) = — a;*+3; + 3 m^ = 2 *a = 2 

w^ = x^ -\- X -\- \ /a = a;^ -f a: + 2 

M^ = «2 ' ''4 =^ "a 1 *''4 = W<3 1 

so dafs man hier aufhören kann. 

Wenn man , um wieder die nicht zur Periode gehörigen Anfangsglieder 
zu vermeiden, von den Gröisen 



ausgeht, wodurch alle unteren Indices um 2 verringert werden müsf 
hat man 



w^^= x^-\-x-\-'i., 

Mlj ^ X^-\-X-\'\, 



:i+3 = — iia^+s— 2i>3,^i+i'2,, 

i+4 ^ "^ ^aH-3 ^^2i+B > ^äf+l ' 

%i+l = P2i-l — ^P2i = P2i+2 + i'2H-l ' 

in welchen Gleichungen man sämmtlichen Gröfsen auch einen oder zwei 
Accente geben kann. Aus (24) folgt, dafs die mit demselben Nenner be- 
hafteten Brüche 



Mj. = 


■«. 


= 1 




''s.- — "0 = ■ 


«!«..- 


«1 


= 2 




»«+, = », = - 


4 = 


' f„ 


^x 


• + x+\ 


\,-\^ 


'2i+i ^ 


-f. 


= x' 


■ + I + 2 


: W,= h- 






■fs 


2 


= 2x'+3x + i 


ferner 












P, 


.+3 " 


= 5?.H- 


+ f,H-. + ^«. 




-Pw = 


= 2^« 


+ ?W + -P.«-i 
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P' P" 

■4-g ^m_ 

'■+2 ^ii-2 

Näherungswerthe der Gröfsen — , — , oder der GrÖfsen J7 und a'^ + a; + 2 sind. 
Die Anfangswerthe der Gröfsen P und p sind 



i'. - 1, 


P, — 0, 


P, — 0, 


p, = 1, 


P, = 2. 


■p; = 0, 


p; = I, 


P, - 0, 


p; = 1 , 


p; - 3, 


p;-o, 


p; = , 


p;— 1, 


p;»5, 


p;= II 


!>, - 1, 


i), = -1 


, y. = -4, 


J-s-'. 


?, = 12 


y» = 0. 


y; = 1 , 


?; = -', 


i>, = -1 


, f; = 7 , 



i'o = , pj = , i'a = 1 ' -P3 = — ^ > Pi — —'*:■ 

Man kann auf folgende Art die Gröfsen p'^ und p'i auf ^^ und die Gröisen 
Pf und P/' auf P^ zurückführen und eine recurrirende Gleichung zwischen 
vier Gröfsen P erhalten, welche die Indices i, i-\-2, i-\-i, i + 6 haben. 

Aus den Formeln (9 *) in §. 5 ergeben sich für k=i die allgemeinen Formeln 

Pi = —hiPi-i)i — ^o(Pl-A + (Pi-i\' 
P'i = (Pi-i)i' Pi' = ^,'-1)1- 
Zu diesen Gleichungen mufs man die folgenden hinzufügen , welche sich aas 
ihnen ergeben, wenn man die Indices der Quotienten um 1 vermehrt, 

{Pi)i = —h(Pi-i)2 — ^iiPi~i)2 + iPi-i)s> 
iPi)i = (Pi~A> (Pill = ip'i-^ik- 
Für unseren Fall geben diese Gleichungen 

Pi = —{Pi-i\ — 5iPi-i)i-\-{P--i)i = —P'i — ^Pi-2-\-PU > 

(Pi)l = P^i = — Pi^i — ^P'i-l 4- Pi-, < P'i = Pi-3 ■ 

Es folgen hieraus, wenn man in dem Ausdruck von ^^, den Index i 
um 1 erniedrigt und Pi_i für ^^la substituirt, zwischen den Gröfsen p und p' 

die beiden Gleichungen 

— p'i-\'Pi-.2 = Pi +^Pi-.2, 

p'i + '^P'i-i = —Pi-i + Pi-i , 
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422 ALLGEMEINE THEORIE DER KETTKNBRÜCHÄHNLICHEN ALGORITHMEN, 

und hieraus 

Sp'. = — 2j).— llp._2 + p._^, 

3 P-_2 = Pi+ ^Pi-'i + Pi-i > 

oder 

Pi+6 = —^ (P^ + 2i.^3) + p. . 

In der letzteren Gleichung kann man auch p' oder p" für p setzen und sieht 
hieraus, dals 

P2i> Pi> P24> P2t+i' i'a.+i' Kh-i 
die Coefficienten der allgemeinen Glieder in der Entwickelung von Brüchen 
werden, welche den Nenner 

(1 + 2^)»- 9^3 
haben. 

Auf ähnliche Art leitet man aus (10*) die folgenden Gleichungen ab: 

aus welchen 

p', = p'u + p. • p: = -?.-!+ ^,'-2 + 6 -p, ■ p^,- pu+iF^, 

folgt. Die letzte dieser Gleichungen giebt 

i'H-. = -p;i.+ ■?<-.+ 2^-.- 

Setzt man hierin i-\-\ für i, so hat man zwischen den Gröfsen P und P" 
die beiden Gleichungen 

^i — -^,^2 = ^i~2 + 5 -P,- . 2 p; + p:i2 = P^ — P^ , 

aus welchen 

3P; = p^^ + 4P^ + p._^, 3p;i, = p^^-iip.-2P._,, 

und daher 

3-Pi>= P,i, + iP^, + P, = P^-^IP^-^P^>, 

Ph.. = 12P^ + 6P^, + P, 
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hervorgeht. In äer letzten Gleichung kann auch P', P" für P gesetzt 
werden. Man sieht aus derselben, dafs die recurrirenden Eeihen, deren all- 
gemeine Glieder 

P P' P" P V V" 

sind, aus der Entwickelung von Brüchen hervorgehen, welche den Nenner 

^-{i + yf 
haben, der aus dem obigen erhalten wird, wenn man 2 — — setzt und mit 

y 

— y^ multiplicirt. 

Die oben aufgestellte allgemeine Theorie ergieht durch einige leicht anzu- 
stellende Betrachtungen, dass diese Nenner jedesmal die resp. mit — s^, — v^ 
multiplicirten Determinanten der Grössen 



Pi~ 


7 ' -^'' ' 


P'i > 




P. 


1 

y ' 


U,> 


F„, 


%•■ 


1 

^' ~ 7 ■ 


9i . 






p;, 


p- ^ 


p'^. 


Pi-l 


P'i-i ' 


1 






P- , 


p^-., 


^-^ 


werden . 


, wenn i der 


Index der Periode. 


oder 











ist. Für unser Beispiel werden diese Determinanten 

— (4+-), —1, 1, — -, 1, 2, 

3, — (2 + ~), 0, 0, 1 — i, 3, 

• • e' y' 

und ihre resp. mit — «^, — J/* multiplicirten Ausdrücke geben in der That 
die im Vorhergehenden gefundenen Nenner. 

Ich will noch bemerken, dafs man, wenn i gerade ist, die Gleichungen 

— ft + P,Ls = Pi + 5 y,_a = P,^, — P,^, , 



hat, aus denen, da 



-, 1 , p" = p = 
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ist, allgemein 

oder, wenn man 2i für i setzt, 

folgt. 

Der complexe Ausdruck 

hat zufolge des oben gegebenen allgemeinen Satzes, wie man leicht prüft, 
die Einheit zur Norm. Der inverse Werth derselben wird durch die Pormel 



*,*, 


(B0-io»0)(«,-i,»,) 


IJ, 


»0»1 


m- 


■iX-Cs + P + i) „ p 



gegeben. Setzt man denselben gleich _y, so wird 
9-(2 + j// = 0, 

wo der Ausdruck links der Nenner der Brüche ist, aus deren Entwickelang 
die recurrirenden Keihen hervorgehen, deren allgemeine Glieder die Gröfsen 
Pi, Ph-i, P'i etc. sind. 

Drittes Beispiel. 
EntWickelung von \/b und \/2ö. 
{\ß = 1,710; ^25 = 2,924). 
Man setze \b = j:. 



». - 1 




i. " 1 9.-1 


0. = * 




•». = 2 i. = 1 


Wg = x^ 




/, - a;' + a; + 1 


/.(a;-l) - 4 




/.(i' — 2) = — i'+Si+S 


M, = 4 




i, = 1 s, = 8 


V, = —x'+Zx+Z 




«1,-1 J, _ 4 


w, = x'+x+l 




/■, _I> + x + 2 


f^{^x' + ^x-l.) = 


8 


f,(l' + *-3) = 4a: + 4 
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«1 


= 2 


h 


- 1 9, = 1 


«l 


= x + l 


"t 


= 3 4j = 2 


Wg 


= x' + i + 'i 


f. 


= »;' + a;+l 




/;(*— 1) = 4 




f,{x- + x-4.) = -2x' + 2x + 6 


»> 


= 2 


h 


- S, = 2 


», 


= — »' + a;+3 


"3 


= 2 *, = 2 


■". 


= x' + x+\ 


f, 


= 2a:' + a:+7 




f^(~x' + x + 3) = 26 




f,(x' + x — S) = 2a;>+ 141-6 


"4 


- 13 


i, 


= S, = 26 


1., 


— x' + lx — S 


'"4 


— 1 i, = 13 


». 


= 2x' + x+l 


/. 


= 2x^-\-x — l 




f,(x'+Tx-3) = 78 




fßx' + x — e) = —13«'+ 131 + 26 


"5 


= 6 


k 


= a = 3 


1^5 


= -x' + x + 2 


", 


= 1 's ■= 8 


«'5 


— ix' + x—l 


h 


= x' + x + 3 




f,{-x' + x + 2) = 6 




f-(ix• + x — ^) = 6x~6 


«. 


^ 1 


K 


= s, = i 


», 


= x—\ 


"h 


= 7 S. - 1 


^''e 


= x' + x + a 


f. 


= a;> + a;+l =/■. 




f,{x-\) = i 




f,(«' + » — 4) — — 2a;'+2a; + 6 


«7 


= 4 


i, 


= y, = 8 


"-, 


= — 2i=-|-2i+6 


«1, 


— 1 i, = 2 


w^ 


= x' + i+l 


'i 


= 2a:' + « + 7 =;-, 




/■,(— 2a;'' + 2a; + 6) = 62 




f,(a:' + I-3) - 21= +141 — 6 


«. 


= 26 


'. 


= ft = 26 


". 


= a;* + 7a:— 3 


m. 


= 1 *, = 26 


"'s 


= 4a:* + 2fl;+ 14 


f. 


= 2l' + 3;-l = f^ 




f.(it= + 7i^3) = 78 




f,(tx' + 2x~i2) = — 2Gi' + 26a;+52 


». 


= 3 


h 


= 9, = 3 


«,= — i' + a: + 2 


»•» 


= 2 *»= 3 


Wg 


= 2a!' + a:— 1 


/-. 


= x- + x + a = f. 




/;(-a;' + i + 2) - 6 




f,(2x' + x-^) = 61-6 
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ALLGEMEINE THEORIE DER KETTENBRDCHAHNLICHEN AL60RITHUBN ETC. 
^3 *,. = 



j = a:" -f a; + 3 
f„{1x-2) = 8 

i = S 

, ^ —3;=' + 33; + 7 

I = Ix^ + ix + i 

f„{~x'+3x-\) = 
, = 1 
, = x+1 
. = x^-\-x+1 

/„(«-!) =4 

, = * 

, = -2x' + 2l + 6 

Da nun 



,, = x'+x + i =r. 

/■„(l' + I — 3) = — a!'+3it + 7 

= 1 *,i = 8 
= a:'' + Ä + 2 = /"^ 

/■i,(2a:'+23;— 6) = 8a; + 8 

= 2 »„ = 1 

= 6 ',! = 1 

f„(ä!' + a; — 4) — — 2a;'+2ai + 6 



so beginnt an dieser Stelle die Periode, und die Rechnung kann demnach 
hier abgebrochen werden. 
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ANMERKUNGEN. 



DE EVOLÜTIONE EXPEESSIONIS (l + 2l'coS!f + 2l"cos<f')-" ETC. 

S, U5, Z. 13—21. Im Crelleachen Journal, Bd. 15 S. 226— 227, lautet diese Stelle: 
„Quae, posito 

integratione secundum if estensa a usq^ue ad .^, secundum »■ a usque ad r, abit in hanc: 

(— 1)+ 4 ^- ' rfldrdf_ __ (-!)'+•' 2 i fw^—^ 
n 7 I I , - mm' t. 2—2« \r ) 

q aa m — iiuite mag um sit fit infimte parva, si n -c; 1 , infinite magna, si m> 1. Uude ipsmn 

q c[ t fr 1 prop situm p cum ab espressione »Dtecedente tantuin quantitate finita discrepet, flni- 

tum m t *; 1 \alorem infan tum induit si n> 1." 

D d der voretehenden Formel t r da? Doppelintegral angegebene Wertli nicht ganz correct 

t w Aenderung des Wortlautes die er 'itelle erforderlich. 



ÜBER DIE ENTWICKELÜNG DES AUSDRUCKS 

{rtii— 2att'[co3cu cos (f> + sin ü» sin ifcosC»— *')] + «'«')*■ 

Die Abhandlung Jacobi's: „Sopra lefwnzimii di Laplace che rimltano daüo svüuppo dell' espressieme 

(a^-2aa'[cos<ocos? + sen«.sen<pcoE(a-a')] + »'0"*% 
Giornale Avcadico, T.98 p. 59— 66, ]8*i, stinunt im Wesentlichen mit der unter dem obigen Titel ver- 
öSentlichten Abhandlung überein, nur ist sie etwas weniger ausführlich. Es war daher nicht erforderlich, 
beide Abhandlungen abdrucken zu lassen. 

PROBLBMES D'ANALYSE. 

Unter der Überschrift: „Auf gaben und Lehrsätze, erstere zu beweisen, letztere auf zuliisen" haben P lücker, 
Jacobi, Gudermann und Andere im Crelleschen Journal, Bd. 6 S.210 — 214, Anfgaben und Lehrsätze 



Hosted by 



Google 



428 ANMERKUNGEN. 

TerüfFeutlicht, von denen die beiden hier aufgenommen en Aufgaben von Jacobi gestellt sind. Unter jenen 
Aufgaben und Lehrsätzen befindet sieb auch ein TMorlme de Geomärie, welches mit dem Zusätze „par un 
anonyme" erschienen ist, aber ebenfalls von Jacobi herrührt. Dasselbe wird im siebenten Bande dieser 
Ausgabe bei den geometrischen Abhandlungen abgedruckt werden. 



UHTERSÜCHUKGEN ÜBER DIE DIFFERENTIALGLEICHUNG DER HYPERGEOMETEISCHEN 
REIHE. 

Über die Entstehung dieser nachgelassenen Abhandlung macht Heine bei der Veröffentlichung 
derselben in Borchardt's Journal, Bd. 56 B. 149, folgende Mittheilung: 

„Die Abhandlung, die ich hier mittheile, verdankt ihre Enstehung einer Handschrift Jacohi's, 
welche aus einer ziemlich frühen Zeit seines Lebens zu stammen acheint. Nachdem er aus dem reichen 
Inhalt derselben den Stoff eines Theiles der Abhandlung; „Furmula transformationig integralium deßnitorum" 
(Grelle 's Journal Bd. 15; cfr. S. 86 des vorliegenden Bandes), sowie der Abhandlung: „Über die Entwiche- 
lung des Ausdrucks («a — 2aa'[cosuicosip + sin(usin(pcos(i^— »')] + a'a')'^" (Crelle'a Journal Bd,26; 
cfr. S. 148 des vorliegenden Bandes) entnommen hatte, blieb ein noch unbenutzter Theii der Handschrift 
übrig , welcher die Kugel futictionen betraf. Die ia demselben enthaltenen Untersuchungen wurden von 
Jacobi im Jahre 1843, indem er sie einer neuen Bearbeitung unterwarf, auf die allgemeine hypergeometrische 
Reihe ausgedehnt, und ich übernahm es während meiner damaligen Studienzeit, die in- solcher Art veralige- 
meinerten und zu späterer Veröffentlichung bestimmten Ergebnisse zu einem Aufsatz zusammenzustellen , 
dessen Herausgabe jetzt in einer dem Wesen nach unveränderten Form erfolgt, nachdem eine von Jacobi's 
Hand beabsichtigte Umgestaltung durch seinen Tod vereitelt worden ist," 

S. 190, Z. 5 — 6. Aus der Formel (2^) ergiebt sich unmittelbar, dass für den Fall Ä = a; der Ausdruck 
in der Parenthese für ( = jf verschwinden und — (1 + p) positiv sein muss, während hiev in Übereinstim- 
mung mit dem Wortlaute im Borchardtsohen Journal, Bd. 56 S.154, Z. 4 v. u., 1 — p statt — (1 + p) 
stehen gelassen worden ist. Dieser Fehler wurde nicht berichtigt, da dann auch auf S. 199—202 erheb- 
liche Aenderungen an der von Heine mitgetheiltea Fassung der Abhandlung vorzunehmen gewesen wären. 

S. 199, Z. 3 V. ü. Es muss, der vorhergehenden Bemerkung entsprechend, die Voraussetzung erfüllt sein, 
dass H — 1 — a positiv ist, nicht aber, wie hier dem Borchardtschen Journale, Bd. 56 S. 163, Z.ll v. u. 
gemäss gedruckt ist, dass «. + !■ — a positiv ist. 

S. 200—202, In Folge dessen ist jede der in den einzelnen Absätzen des g. U der Abhandlang 
betrachteten Grössen, für weiche Jacobi die Bedingung aufstellt, dass sie positiv sein müssen, um 2 zu 
verkleinern, wodurch der Fall n — 0, den Jacobi am Schlüsse jedes Absatzes erörtert, überhaupt nicht 
eintreten kann. 



ÜBER DIE KREISTHEILDHG UND IHRE ANWENDUNG AUF DIE ZAHLENTHEOKIE. 

S, 255, Z. 10, Die Briefe Jacobi's an Gauss, in denen auch die hier erwähnte Mittheilnng 
enthalten ist , werden im siebenten Bande dieser Ausgabe zum Abdruck gelangen. 

S. 265— 274. Die vier zahlentheoretischen Tabellen sind iu dem Monatsbericht der Berliner Akademie, 
October 1837, nicht enthalten, sondern von Jacobi der Abhandlung erst bei ihrem Abdruck im Crelle- 
schen Journal, Bd, 30, beigefügt worden. 
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ÜBER DIE EEDUCTION DEE QUADRATISCHEN FORMEN AUF DIE KLEINSTE ANZAHL GLIEDER. 

Der Wortlaut dieser Abhandlung in dem Monatsberichte der Berliner Akademie , November 1848, 
weicht rielfach von dem Abdrucli derselben im 39. Bande des Cr elleachen Journals ab. Es ist hier 
überall der letztere Text beibehalten worden. 

S, 320, Z. 8 — 9. In der nacL gelassenen Abhandlung: „Über die Auflösung der Gleiüiung 

(S. 355 des vorliegenden Bandes) giebt Jacobi vier Lösungen für die hier gestellte Aufgabe. 



ÜBER DIE ZUSAMMENSETZUNG DER ZAHLEN AUS GANZEN POSITIVEN GUBEN ETC. 

In Folge mehrerer Rechenfehler Jacobi's ■waren grössere Änderungen, namentlicJi bei dem in der 
Abhandlung behandelten Zahlenbeispiele, erforderlich. Im Folgenden sind die wesentlichsten Abweichungen 
des Neudrucks von dem Wortlaute der Äbiiandlung im 42. Bande des Crelleschen Journals angegeben, 

S. 325, Z. 11. An dieser Stelle steht im Crelleschen Journal „mit einer einzigen Ausnahme", 

anstatt „mit nur zwei Ausnahmen". Zur Begründung dieser Änderung siehe die folgende Bemerkung. 

S. 325, Z. 15. Der letzte Bruch lautet im Crelleschen Journal statt Der 

95 ,, 111 



Rechenfehler ist bei Jacobi dadurch entstanden, dass 



llf) 
116 , ,^ 116 

- — , anstitt- — - 
1487 ' 
S. 325, Z. 9 — 12 V. u. Der Satz erleidet für die Intervalle 1 
weshalb vor „kleiner" (im Crelleschen Journal steht irrthümlich „grösser") da W be and g f r 
gelassen worden ist. 

S. 333, Z. 12 V. u,, bis S. 334, Z, 8. Jacobi hat übersehen, dass 10» n h n e nma nd 
zweimal suhtrahirt werden kann; einirrthum, der in den Sätzen „Nach der oben geg b nenVo h if 
so braucht man beim Abziehen des ersten Cubus 10' nur diejenigen Zahlen derC m Vubukh 
tigen, welche >; 5059 sind" grössere Änderungen bedingte. Die entsprechenden Sätze lauten im Crelle- 
schen Journal, Bd. 42 S. 51 und 52: 

„Nach der oben gegebenen Vorschrift erhält man die folgende Reihe der nach und nach abzuzie- 
henden Guben: 

1, 1, 1, 2=, 2^ 2^ 3=, 3=, 3», 4^ 4', 4^ 5^ 5», 5^ 
6=, ^^ 7^ 9', 10', IP, 12', 13^ VA", 14', 14», 15', 16', 17». 

Wenn man von den Guben 

9», 10', II', 12", 13', 13', 14' 
die 5 oder 6 ersten oder alle 7 summirt, so werden die Summen 
6985, 9182, 11926, 
und daher giosser als die respective in den Columnen V, Tl, Vn enthaltenen Zahlen, weshalb man der 
oben gegebenen Kegel zufolge bei der Subtraction des Cubus 9' und hei allen folgenden Operationen diese 
drei Columnen nicht weiter zu berücksichtigen hit Da ferner 

10'+ 11'+ 12' + 13' = 625b 
grosser als alle in IV enthaltenen Zahlen ist, so braucht man beim Abziehen des Gubus 10' und den 
folgenden Operationen die Columne IV nicht mehr zu berücksichtigen " 

S 535 und S 336^337 Die hiei getrennt abgedruckten Tabellen waren, wohl aus typographischen 
Rücksichten, im Crelleschen Journal auf einei '^eite (S 53) vereinigt Auch in ihnen haben, theils in 
Folge des in der voi hergehenden Anmeikung angegebenen Iiithums Jacobi s, theils in Folge anderer 
Rechenfehler, erhebliche Änderungen vorgenommen iverden müssen Jacobi iindet nur die folgenden 
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GÖTTINGEN, 
DEÜCK DER DIETERICHSCHBH UNIVEKSITÄTS -BDCHDBüCKEBEI . 

W. FB. KÄB8TNEB. 
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